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1 Einleitung

Eine der Hauptaufgaben im Risikomanagement ist die Aggregation von Einzelrisiken,
welche gewohnlich durch Zufallsvariablen modelliert werden. Eines der Hauptprobleme
liegt nun darin, die Abhangigkeitsstruktur der Zufallsvariablen in einem Portefeuille zu
bestimmen. Ein Copula verkorpert gerade diese Abhéngigkeitsstruktur und ist Gegen-
stand dieser Diplomarbeit. Copulas erlauben die getrennte Modellierung der einzelnen
Risikofaktoren und der Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Risikofaktoren. Zusétzlich
erdffnet uns dieses Vorgehen die Moglichkeit der separaten Anpassung und Validierung
eindimensionaler Verteilungsfunktionen und Copulas, womit wir wertvolle Informationen
iiber den strukturellen Aufbau des Gesamtproblems gewinnen kénnen.

Diese Diplomarbeit wurde zur Erlangung des akademischen Grades als Diplom-
Wirtschaftsmathematiker verfafit. Da die Arbeit an einem Mathematikfachbereich ge-
schrieben wurde, ist sie mathematisch ausgerichtet. Der wirtschaftswissenschaftliche Bei-
trag liegt in der Anwendung der Copulas auf die Steuerungsgroe Value-at-Risk, dessen
Umfang dementsprechend einen geringen Teil dieser Diplomarbeit ausmacht.

In Kapitel 2 werden wir den Value-at-Risk zum einen definieren und zum anderen
sowohl aus aufsichtsrechtlicher als auch aus finanzwirtschaftlicher Sicht motivieren und
begriinden. Neben einer juristischen Einordnung werden wir den Value-at-Risk entschei-
dungstheoretisch begriinden, indem wir ihn mit dem Bernoulli-Prinzip vereinbaren.

In Kapitel 3 werden wir den Grundstein dieser Arbeit legen. Zunéichst werden wir eini-
ge Grundlagen erlautern und anschlieBend Copulas im Zweidimensionalen untersuchen.
Die wichtigste Aussage dieses Kapitels ist im zentralen Satz von Sklar begriindet, welcher
uns nahelegt, bei einem Copula von einer Abhéngigkeitsstruktur zu sprechen. Zudem lie-
fert er uns eine Methode, bei gegebenem Copula und gegebenen Verteilungsfunktionen
eine gemeinsame Verteilungsfunktion zu bestimmen oder bei gegebener gemeinsamer
Verteilungsfunktion mit gegebenen Randverteilungen ein Copula zu erzeugen. Diesen
Satz werden wir dann auf Zufallsvariablen und deren Verteilungsfunktionen verallgemei-
nern und schliellich aufs n-Dimensionale erweitern. Des weiteren werden wir sehr viele
wichtige und uns in spéteren Kapiteln niitzliche Eigenschaften der Copulas untersuchen.

Im 4. Kapitel werden wir neben der linearen Korrelation die fiir die Anwendung der
Copulas wichtigen Copula-basierten Mafle der Abhéngigkeit vorstellen. Angefangen bei
der Komonotonie, welche als ,stéarkste” positive Abhéngigkeit bezeichnet werden kann,
werden wir dann zu den Konkordanz-Maflen Kendalls 7 und Spearmans p iibergehen,
die ein Maf fiir die globale Abhéngigkeit darstellen. Hieran anschlieBend werden wir das
Konzept der Tail-Abhéngigkeit erkldaren, welche ein lokales Mafl der Abhéngigkeit ist.
Nach diesen Abhéngigkeiten, welche alle eine Copula-Eigenschaft sind und somit invari-
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ant unter streng monoton steigenden Transformationen der Zufallsvariablen, interessie-
ren wir uns fiir die Quadranten-Abhéngigkeit, die den ,Mangel an Abhéngigkeit” bzw.
das ,,Fehlen von Abhéngigkeit beschreibt. Diese ist auch eine Copula-Eigenschaft und
somit invariant unter streng monoton steigenden Transformationen. Das Kapitel wer-
den wir mit der Verallgemeinerung einiger Abhéngigkeitskonzepte aufs n-Dimensionale
beenden.

In Kapitel 5 werden wir uns vorwiegend mit archimedischen Copulas beschéftigen,
einer sehr wichtigen Klasse von Copulas. Diese Copulas finden vor allem Anwendung
in der Finanzwirtschaft und im Versicherungswesen, da es sehr leicht ist, diese Copu-
las zu konstruieren, und eine Vielzahl von Copula-Familien zu dieser Klasse gehoren,
die zudem sehr schone Eigenschaften besitzen. Neben den grundlegenden Eigenschaften
werden wir einige Ein-Parameter-Familien vorstellen und sowohl Kendalls 7 als auch die
Tail-Abhéngigkeit rekapitulieren. AnschlieBend werden wir die Erweiterung der archi-
medischen Copulas aufs n-Dimensionale motivieren und den Begriff des Quasi-Copulas
einfithren. Das Kapitel werden wir mit einer kurzen Einfiihrung in sphérische und ellip-
tische Verteilungen sowie in Gaufische Copulas beenden.

Das Schlufikapitel 6 ist als Fazit dieser Diplomarbeit zu interpretieren. Wir werden
dort nicht die alles umfassende Copula-basierte Formel vorstellen, die uns den Value-at-
Risk berechnet, sondern vielmehr die von uns durch diese Arbeit gewonnenen Ergebnisse
zusammenfassen. Dabei werden wir unser grofites Augenmerk auf die Resultate aus Ka-
pitel 4 legen.



2 Finanzwirtschaftliche Einordnung des
Value-at-Risk

In diesem Kapitel werden wir die Steuerungsgrofie Value-at-Risk zum einen definieren
und zum anderen sowohl aus aufsichtsrechtlicher als auch aus finanzwirtschaftlicher Sicht
motivieren und begriinden.

2.1 Risikomanagement

Bevor wir uns nun der Steuerungsgrofle Value-at-Risk zuwenden, sollten wir den Begriff
Risikomanagement definieren. Es ist allerdings in der Wirtschaftswissenschaft nicht im-
mer moglich, eine einheitliche Definition fiir bestimmte Begrifflichkeiten festzulegen. Wir
entscheiden uns nun fiir die in [FH99] auf Seite 556 angegebene Definition.

,Risikomanagement wird .. definiert als die Gesamtheit von Investitions- und Finan-
zierungsmafinahmen mit dem Ziel, die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Unternehmens-
erfolgs zu optimieren.” Optimierung ist in diesem Zusammenhang nicht gleichbedeutend
mit Risikominimierung. Es soll vielmehr die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Unter-
nehmenserfolgs beziiglich Ertrag und Risiko geméfl den Préiferenzen der Kapitalgeber
optimiert werden.

2.2 Value-at-Risk

2.2.1 Definitionen

Der Value-at-Risk (im Folgenden kurz VaR) gibt denjenigen Wertverlust eines Portefeuil-
les an, der mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit innerhalb einer vorgegebenen Frist
nicht tiberschritten wird (vgl. [BS98]). Abbildung 2.1 (entnommen aus [BS98]) zeigt, daf
der VaR das a-Quantil der Verteilung der Wertdnderungen eines Portefeuilles ist, wobei
1 — a die vorgegebene Wahrscheinlichkeit bezeichnet, d. h., unser Konfidenzniveau ist in
diesem Falle durch 1 — @ gegeben. Das Ziel des VaR ist es also, eine Aussage der folgen-
den Form zu machen ([Hul99], S. 342): ;We are X percent certain that we will not lose
more than V' dollars in the next N days.“ Die Variable V ist der VaR des Portefeuilles.
Sie ist eine Funktion von zwei Parametern: N, dem Zeithorizont, und X, dem Konfi-
denzniveau. Wie in Abbildung 2.1 zu sehen, ist « hier ,klein“ gewéhlt, da eine negative
Wertidnderung des Portefeuilles mit Verlusten korrespondiert, so dafl wir wie oben schon
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Wertdnderung

Abbildung 2.1: Value-at-Risk als Quantil der Verteilung der Wertanderungen eines
Portefeuilles.

erwiahnt als Konfidenzniveau 1 —« gegeben haben. In der Literatur findet man aber héu-
fig, dafl o als Konfidenzniveau betrachtet wird und dementsprechend ,,grof3* sein muf.
Dann werden negative Wertédnderungen als Gewinne und positive Wertdnderungen als
Verluste interpretiert. Dieser Sichtweise werden wir uns anschliefen und im Folgenden
naher erldutern.

Wir wollen den VaR nun mathematisch definieren. Dazu sei X eine Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F', welche die Gewinne und Verluste des risikobehafteten Finanzti-
tels (der Zufallsvariable X) fiir einen bestimmten Zeithorizont 7 beschreibt. Negative
Werte von X werden als Gewinne und positive Werte von X als Verluste interpretiert.!
Die Verteilungsfunktion F' wird dann auch als negative profit and loss distribution (P&L)
bezeichnet.

Definition 2.1 (Value-at-Risk) Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
F, welche die P&L des risikobehafteten Finanztitels X tiber einen bestimmten Zeithori-
zont T beschreibt. Dann definieren wir den Value-at-Risk von X fiir ein Konfidenzniveau
0<a<1 durch

VaRa(X) = inf{e | F(z) > a} = F"(a), (2.1)
wobei FY das Quasi-Inverse von F ist.?

Der Wert VaR,(X) tiber dem Zeithorizont 7 wird demnach durchschnittlich 100(1 — «)-
mal alle 1007 Zeiteinheiten iiberschritten.

IDies ist auch eine gebrauchliche Konvention im Risikomanagement, da es dann keine Zweideutig-
keit gibt, wenn man von grofien Verlusten spricht (grofie Werte von X korrespondieren mit grofien
Verlusten).

2Falls F streng monoton steigend, dann gilt F(—Y = F~1 wobei F~! das gewohnliche Inverse ist.
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2.2.2 Motivation

Kreditinstitute sind verpflichtet, neben Ausfallrisiken auch Marktrisiken ihrer Wertpa-
pierhandelsbesténde mit FEigenkapital zu unterlegen [Bas96, EU-93]. Zu den Standard-
verfahren, die zur Ermittlung des zu unterlegenden Eigenkapitals dienen, werden zudem
auch interne Risikomodelle zugelassen, die bestimmten Anforderungen geniigen miissen.3
Der Modelltyp des VaR-Konzeptes wird vom Basler Ausschufl als ,,Marktstandard* ak-
zeptiert und ist im Entwurf des neuen Grundsatzes I des Bundesaufsichtamts fiir das
Kreditwesen als eigenes Risikomodell vorgesehen (vgl. [Bun97], §§32-37). Der Basler
Ausschuf} sieht bei internen Risikomodellen fiir den VaR gewohnlich eine 10tégige Hal-
teperiode mit einem Konfidenzniveau von a = 0,99 vor.* Der errechnete VaR mufi dann
noch mit einem Sicherheitsfaktor von mindestens 3 multipliziert werden. Dies bedeutet,
daBl das 3fache des VaR mit Eigenkapital zu unterlegen ist.

Der Sicherheitsmultiplikator von 3 wird von der Aufsicht gewéhlt, um die Solvenz der
Unternehmen zu sichern. Eine weitere Argumentation fiir den Sicherheitsmultiplikator
von 3 ist die in der Praxis oft getroffene Annahme von normalverteilten Renditen, ob-
wohl diese doch héufig , heavy-tailed” sind, so dafl das Risiko oftmals unterschétzt wird.
Wir werden dies im Folgenden verdeutlichen. Nehmen wir einmal an, die P&L von X
wire symmetrisch mit endlicher Varianz o%. Bezeichne X den zufilligen Verlust iiber
einem bestimmten Zeithorizont mit einem Erwartungswert von 0. Dann liefert uns die
Tschebyscheft-Ungleichung zusammen mit der Symmetrie vollig ungeachtet der tatséch-
lichen Verteilung die folgende Abschéitzung:

> < 0‘3(

1

< PIX > cox] < 52"

Interessieren wir uns nun fiir den VaR mit einem Konfidenzniveau von o = 0,99, dann

setzen wir 1/2¢* = 0,01, so dafl wir ¢ = 7,071 erhalten. Dies impliziert VaR,—.9(X) =

7,071ox. Hétten wir allerdings den VaR unter der Annahme einer Standardnormalver-

teilung berechnet, dann hétten wir VaR,—¢99(X) = 2,3260x erhalten. Falls nun al-

so die Verteilung tatsdchlich ,heavy-tailed“ wére mit endlicher Varianz, dann wére die

Korrektur des VaR,— 99 um den Sicherheitsmultiplikator von 3 verniinftig, denn es ist
32,3260y = 6,9780x.

Nach dieser juristischen Einordnung wird im Folgenden aus finanzwirtschaftlicher Sicht

argumentiert. Die Ausfithrungen sind grofitenteils an [FH99] angelehnt. Um den VaR als

37u Einzelheiten vgl. [BS98, Bun97]. Ein Vergleich verschiedener Value-at-Risk-Verfahren fiir Marktri-
siken findet sich in der Studie von [BKS98]. Bewertungsmodelle fiir Kreditrisiken und deren Vergleich
sind in [CGMO00] zu finden.

4Zu den Bestimmungen des Konfidenzintervalls und der Halteperiode vgl. [Bas99] und [Deu98]. Unter
bestimmten Voraussetzungen kann die Halteperiode auch 1 Tag betragen und das Konfidenzniveau
mit o = 0,95 gewihlt werden. Der Zeithorizont beim Management der Kreditrisiken betriagt ge-
wohnlich 1 Jahr.
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sinnvolle Steuerungsgrofle zu interpretieren, ist es notwendig, dafl man sich vom vollkom-
menen Kapitalmarkt 16st und die Zusammenhénge zwischen Investitions- und Finanzie-
rungspolitik stérker in den Vordergrund riickt. Auf einem vollkommenen Kapitalmarkt
gibt es aufgrund des Irrelevanztheorems der Finanzierungspolitik keinen Anlafl fiir Un-
ternehmen, Risikomanagement zu betreiben.® Unvollkommenheiten des Kapitalmarktes,
wie z. B. Transaktions- und Informationskosten, Insolvenzkosten, Steuern etc., lassen die
Finanzierungspolitik und somit das Risikomanagement jedoch relevant werden.

Inwieweit ist es nun sinnvoll, die Risikopolitik auf die Insolvenzwahrscheinlichkeit oder
ein Verlustpotential zu beziehen? Einflufireiche Gldubiger haben nach Kreditvergabe das
Ziel, auf die Unternehmenspolitik so einzuwirken, dafi die Insolvenzwahrscheinlichkeit
vermindert wird. Des weiteren wird sich ein Unternehmen auch im Interesse reibungsloser
Geschéftsbeziehungen zu Kunden und Lieferanten darum bemiihen, die Insolvenzwahr-
scheinlichkeit gering zu halten, denn auch Lieferanten werden bei nicht vernachléssig-
barer Insolvenzwahrscheinlichkeit eine Absicherung fiir den Insolvenzfall verlangen. Die
Manager von Unternehmen weisen dem Kriterium ,, Insolvenzwahrscheinlichkeit vermut-
lich die groBte Bedeutung zu. Sie beziehen ihr Arbeitseinkommen aus dem Unternehmen
und werden mitverantwortlich gemacht, falls das Unternehmen insolvent wird. Thr Ar-
beitsplatz ist bei Fortfiihrung des Unternehmens gefahrdet, und bei Verlust fillt es ihnen
nicht leicht, einen vergleichbaren wiederzufinden. Aus diesem Grund sind Manager mo-
tiviert, die Insolvenzwahrscheinlichkeit auf niedrigem Niveau zu halten.

Unter diesen Voraussetzungen ist es also sinnvoll, die Risikopolitik auf die Insolven-
zwahrscheinlichkeit zu beziehen. Im Folgenden wird dargelegt, wie der VaR aus der
Portefeuille-Theorie abgeleitet werden kann. Neben der Portfolio-Selektion von Marko-
witz wurde der Safety-first-Ansatz entwickelt, der sich nur durch die verwendete Aus-
wahlregel unterscheidet (vgl. [Rei99]). Dieser verwendet das Ausfallkriterium als Ent-
scheidungsregel zur Auswahl unter riskanten Investitionsalternativen, wobei das Risiko
mit der Wahrscheinlichkeit, eine vorgegebene Zielrendite zu verfehlen, korrespondiert.
Beim Safety-first-Ansatz wird zudem eine spezielle Nutzenfunktion (vgl. [Rei99]) unter-
stellt, die dem Investor bei Realisation iiber einer vorgegebenen Zielrendite einen einheit-
lichen Nutzen und bei Unterschreitung der Zielrendite keinen Nutzen zuordnet. Diese
Nutzenfunktion hat die Eigenschaft, dafl die Maximierung des Erwartungsnutzens bei
normalverteilten Renditen gerade gleichbedeutend mit der Minimierung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit ist. Der Safety-first-Ansatz ist daher mit dem Bernoulli-Prinzip vereinbar.5
Dies trifft auch fiir den VaR zu, da dieser eine Anwendung des Safety-first-Ansatzes ist
(vgl. [Rei99]). Somit ist das VaR-Konzept entscheidungstheoretisch begriindet.

5Vgl. auch Separationstheorem fiir Investitions- und Finanzierungsentscheidungen, gleicher Marktzu-
gang von Kapitalgebern und Unternehmen.

6Das Bernoulli-Prinzip besagt kurz ausgedriickt: Bei einer Entscheidung unter Risiko ist die optimale
Handlungsalternative die mit dem maximalen Erwartungswert des Ergebnisnutzens. Eine ausfiihrli-
che Erkldrung ist in [FH99] zu finden.
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In diesem Kapitel werden wir zunéchst einige Grundlagen erlautern, um Copulas defi-
nieren zu kénnen. Danach werden die wichtigsten Eigenschaften von Copulas vorgestellt
und anhand von Beispielen und Abbildungen verdeutlicht werden. Dieses Kapitel beruht
zum grofiten Teil auf der Vorlage Nelsens [Nel99).

3.1 Grundlegende Voraussetzungen

Dieser Abschnitt widmet sich dem Begriff der 2-dimensional steigenden Funktion oder
auch quasi-monotonen Funktion, einem zweidimensionalen Analogon zu monoton stei-
genden Funktionen im Eindimensionalen. Zunéchst werden wir einige Begrifflichkei-
ten vorstellen. Unter R verstehen wir die erweiterte Zahlengerade R U {—o00, 00} oder
[—00, 00], und unter R’ entsprechend R x R. Ein Rechteck in R” ist das kartesische
Produkt B von zwei abgeschlossenen Intervallen, B = [z, x5] X [y1,ye]. Die Eckpunkte
des Rechtecks B sind die Paare (x1, 1), (x1,y2), (x2,y1) und (z2,y2). Eine reellwertige
Funktion H von 2 Verdnderlichen ist eine Funktion mit Definitionsbreich Dom H C Ez
und Bildbereich Ran H C R.

Definition 3.1 (H-Volumen eines Rechtecks) Seien S;, S, C R, S; # 00 # Sy, H
sei eine Funktion mit Definitionsbereich Dom H = Sy X Sy. Sei B = [x1, 2] X [y1, y2] ein
Rechteck mit Eckpunkten in Dom H. Dann ist das H-Volumen von B gegeben durch

Vi(B) = H(r2,y2) — H(w2,y1) — H(z1,y2) + H(z1,1). (3.1)
Bemerkung 3.1 Falls wir die Differenzen 1.0rdnung von H bez. des Rechtecks B de-
finieren durch
AL H(x,y) = H(wz,y) — H(w1,y) und ARH(z,y) = H(x,y2) — H(z,11),
dann ist das H-Volumen von B gegeben durch die Differenz 2.Ordnung von H bez. B,
Vu(B) = ARATH(z,y).

Definition 3.2 (Quasi-Monotonie) Eine reellwertige Funktion H von 2 Verdnder-
lichen heifit 2-dimensional steigend (oder quasi-monoton), falls Vy(B) > 0 fir alle
Rechtecke B mat Eckpunkten in Dom H gilt.
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Das bedeutet aber i.a. nicht, dal H in jedem Argument monoton steigend ist. Die
Umkehrung gilt i. a. auch nicht. Dies verdeutlichen die beiden folgenden Beispiele.

Beispiel 3.1 Sei H: [0,1]*> — [0,1] mit H(z,y) = max(z,y). Dann ist H in jedem
Argument monoton steigend, aber nicht 2-dimensional steigend. Denn es ist Vi ([0, 1]%) =
—1, woraus folgt, dafl H nicht 2-dimensional steigend ist. Zu zeigen bleibt, dafl H in
jedem Argument monoton steigend ist. Dazu sei y fest gewéhlt und x; < x5. Dann gilt
H(z1,y) = max(zq,y) < max(zq,y) = H(xe,y). Fiir x fest und y; < yp analog.

Beispiel 3.2 Sei H: [0,1]> — [0,1] mit H(z,y) = (22 — 1)(2y — 1). Dann ist H
2-dimensional steigend, aber monoton fallend in z fir alle y € ]0,1/2[ und monoton
fallend in y fiir alle z € ]0,1/2[. Dazu sei B = [z, x2] X [y1,v2] C [0, 1] beliebig, dann
gilt

[\
8
[\V]
|
[S—y
~—
—~~ —
[\
<
[\
|
[\
<
=
~
+
—~
[\
8
—
|
—_
~
—~
[\
<
[
|
DO
<
N
~—

und somit ist H 2-dimensional steigend. Um zu zeigen, dal H monoton fallend ist, sei
y €10,1/2] fest, x1, x5 € [0,1] mit 21 < 5. Dann gilt

H(x17y> - (2.ZU1 - ]') (Qy - 1) - CQ:EI —C Z szQ —C= H<x27y)7
0
=:1c<

fir z € ]0,1/2[ fest und yy,y2 € [0, 1] mit y; < yo analog.

Lemma 3.1 Seien S;, S, C R, S; # 0 # Sy, und H 2-dimensional steigend mit Defini-
tionsbereich S1 x Sy. Seien x1,x9 € S1 mit x1 < x9 und yy,ys € Sy mit y; < ys. Dann ist
t — H(t,ys) — H(t,y1) monoton steigend auf Sy und t — H(xo,t) — H(z1,t) monoton
steigend auf Ss.

Beweis: Seien t1,ty € S1 mit t1 < ts.

Zu zeigen: H(t1,y2) — H(t1,y1) < H(ta,y2) — H(ta, y1)
& H(ty,y2) — H(t2,y1) — H(t1,y2) + H(t1,11) >0
= VH(B) Z 0 mit B = [tl,tg] X [ylayZ]'

Fiir Sy analog. g
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Definition 3.3 (geerdete Funktion) S habe ein kleinstes Element ay, und Sy habe
ein kleinstes Element ay. Wir sagen, eine Funktion H: S; x Sy — R st geerdet, falls
H(z,a2) =0 = H(ay,y) fir alle (x,y) € Sy X Ss.

Lemma 3.2 Seien S;,5, C R, S; # 0 # Sy, und H eine geerdete 2-dimensional stei-
gende Funktion mit Definitionsbereich S1 X Ss. Dann ist H monoton steigend in jedem
Argument.

Beweis: Seien a; und as die kleinsten Elemente von S; bzw. Ss. Nun setze x; = a7 und
y1 = ag in Lemma 3.1. Damit folgt die Behauptung. O

Definition 3.4 (Rinder) S; habe ein grifites Element by, und Sy habe ein griftes
Element by. Dann sagen wir, eine Funktion H: Sy x So — R hat Rénder. Die Rdinder
von H sind die Funktionen F' und G, gegeben durch

Dom F' = S, F(z) = H(x,by) fiir alle z € S; und
Dom G = Sy, G(y) = H(by,y) fir alle y € Ss.

Beispiel 3.3 Sei H eine Funktion mit Definitionsbereich [—1, 1] x [0, o], gegeben durch

(x+1)(e¥ — 1).

H(z,y) = x4+ 2e¥ —1

Dann ist H geerdet, da H(z,0) = 0 und H(—1,y) = 0, und H hat die Rénder F' und G,
gegeben durch

F(zx)=H(x,00)=(x+1)/2 und G(y)=H(l,y)=1—e"".

Lemma 3.3 Seien S;,55 C R, S; # 0 # Sy, und H eine geerdete 2-dimensional stei-
gende Funktion mit Definitionsbereich Sy x Sy und Randern F' und G. Seien (x1,y;) und
(x2,y2) aus Sy x Sy beliebig. Dann gilt

|H (22, 42) — H(21,1)| < |F(2) — F(za)] +G(y2) — Gy)l-
Beweis: Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir

|H (22, 12) — H(z1,y1)| < |H(x2,92) — H(x1,92)| + |H(21,32) — H(21,91)|

Sei nun xy < xo. H ist geerdet, 2-dimensional steigend und hat Rénder, daher liefern die
Lemmata 3.1 und 3.2 die Beziehungen 0 < H (9, y2)—H (x1,y2) < H(x9,by)—H (x1,b9) =
F(x9) — F(x1). Falls 2o < xq, gilt die Umkehrung der Ungleichung. Daher folgt fiir
beliebige 1,9 € S1 |H(x2,y2) — H(x1,y2)| < |F(x2) — F(x1)|. Analog erhalten wir fiir
beliebige y1,y2 € So |H(x1,y2) — H(z1,y1)| < |G(y2) — G(y1)|. Damit ist alles gezeigt. O
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3.2 Copulas im Zweidimensionalen

Wir sind nun in der Lage, Copulas zu definieren, welche spezielle geerdete 2-dimensional
steigende Funktionen mit Rédndern sind.

Definition 3.5 (Subcopula) FEin 2-dimensionales Subcopula (im Folgenden kurz Sub-
copula) ist eine Funktion C' mit den folgenden FEigenschaften:

1. Dom C" = 81 x Sy, wobei S1,S C [0,1] und {0,1} C 51,5,
2. " ist geerdet und 2-dimensional steigend,

3. fir alle w € S1 und alle v € Sy gilt

C'(u,1) = u und C'(1,v) = v. (3.2)

Wir beachten, da$ fiir alle (u,v) € Dom C” die Bezichung 0 < C’(u,v) < 1 gilt, so daB
Ran C” auch eine Teilmenge von [0, 1] ist.

Definition 3.6 (Copula) Fin 2-dimensionales Copula (im Folgenden kurz Copula)
ist ein Subcopula mit Definitionsbereich [0,1]2. Ein Copula ist also eine Funktion
C': [0,1]2 — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fir alle u,v € [0, 1] gilt
C(u,0) =0=C(0,v) (3.3)

und

C(u,1) = u und C(1,v) = v, (3.4)
2. fir alle uy, us, v1,vy € [0,1] mit uy < ug und vy < vy gilt

C(UQ,UQ) — C(UQ,Ul) — C(Ul,U2> -+ C’(ul,vl) Z 0. (35)

Da C(u,v) = Ve([0,u] x [0, v]), wird dem Rechteck [0, u] x [0, v] mittels C'(u,v) ein Wert
in [0, 1] zugeordnet. Bei (3.5) handelt es sich natiirlich um das C-Volumen des Rechtecks
[uq, ug] X [v1, 9] und erklért, dafl dieses nichtnegativ sein mus.

Der Unterschied zwischen einem Subcopula und einem Copula ist also der Definiti-
onsbereich und erscheint auf den ersten Blick nicht gravierend. Im néchsten Abschnitt
jedoch, wenn wir den Satz von Sklar untersuchen, werden wir feststellen, da3 die Un-
terscheidung zwischen Subcopulas und Copulas von grofler Bedeutung ist. Des weiteren
sind viele wichtige Eigenschaften von Copulas auch Eigenschaften von Subcopulas.

Satz 3.4 Sei C' ein Subcopula. Dann gilt fir jedes Paar (u,v) € Dom C’

max(u +v — 1,0) < C'(u,v) < min(u,v). (3.6)
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Beweis: Sei (u,v) € Dom C’ beliebig. Mit Lemma 3.2 und (3.2) gilt C'(u,v) < C'(u, 1) =
wund C'(u,v) < C'(1,v) = v, also folgt C'(u,v) < min(u,v). Aus Ver([u, 1] x [v,1]) >0
und (3.1) folgt C’(u,v) > u+ v — 1. Kombinieren wir dies mit C’(u,v) > 0, so erhalten
wir C'(u,v) > max(u +v — 1,0). O

Da jedes Copula ein Subcopula ist, gilt (3.6) auch fiir Copulas. Tatsédchlich sind die
Schranken in (3.6) selbst wieder Copulas (siche Satz 3.5) und werden mit M (u,v) =
min(u,v) und Wu,v) = max(u + v — 1,0) bezeichnet. Daher gilt fiir jedes Copula C
und jedes Paar (u,v) € [0, 1>

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (3.7)

Definition 3.7 (Fréchet-Hoeffding-Schranken-Ungleichung) Ungleichung (3.7)
ist die Copula-Variante der Fréchet-Hoeffding-Schranken-Ungleichung. M wird als obere
Fréchet-Hoeffding-Schranke und W als untere Fréchet-Hoeffding-Schranke bezeichnet.

Bemerkung 3.2 Die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W ist im n-Dimensionalen fiir
n > 3 niemals ein Copula, siche Beispiel 2.2 in [ELMO1].

Ein drittes wichtiges Copula ist das Produkt-Copula 11(u,v) = uv.

Satz 3.5 Die Fréchet-Hoeffding-Schranken M und W sowie das Produkt-Copula 11 sind
Copulas.

Beweis: Es sind die Nummern (3.3), (3.4) und (3.5) aus Definition 3.6 zu zeigen. Glei-
chungen (3.3) und (3.4) sind fiir alle drei Copulas trivial. Es bleibt also nur (3.5) zu
zeigen. Wir beginnen mit IT und erhalten mit den Voraussetzungen von (3.5)

H(UQ, ’U2> — H<UQ,’U1) — H(ul,’l)z) + H(ul,vl)
= Ul — U1 — UIV2 + U1V = U (Vg — v1) — Uup (V2 — V1)
= (UQ - Ul) (UQ - U1> Z 0.

e — N———

>0 >0
Fiir M ist Folgendes zu zeigen:
min(us, v9) — min(ug, v1) — min(uy, ve) + min(uy, v1) > 0.
Dazu sind 6 Félle zu unterscheiden:
1. u; <uy < vy <y, dann gilt us — ug — uy + up = 0,
2. up < vy < up < vy, dann gilt uy — vy — uy +uy > 0,

3. v1 < uyp < uy < vy, dann gilt uy — v1 —uy +v; > 0,
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4. v; < vy < uy < ug, dann gilt v9 — vy — v + v = 0,
5. v < uyp < vy < ug, dann gilt vo — vy —uy + v > 0,

6. up < vy < vy < ug, dann gilt vo — vy —uy +uy; > 0.

Fiir W bleibt zu zeigen:
max(ug + vy — 1,0) —max(us + vy — 1,0) — max(u; +ve — 1,0) + max(u; + v, —1,0) > 0.

Falls us + v, — 1 < 0, dann sind natiirlich alle Summanden gleich null und es folgt die
Behauptung. Also sei nun ug + vy — 1 > 0. Wir betrachten nun den ungiinstigsten Fall,
falls uo +v1 — 1 > 0 und u; + vo — 1 > 0. Dann erhalten wir

max(uy + ve — 1,0) — max(ug + v1 — 1,0) — max(uy + vy — 1,0) + max(u; + v; — 1,0)

=uy+vy—1—us—vy+1—1u; —vy+ 1+ max(u; +v; —1,0)

=1—v —u; +max(u; +v; —1,0).
Nun ist immer max(u; +v; —1,0) > 0, also ist es am ungiinstigsten, falls 1 —v; —uy < 0.
Dies aber impliziert max(u; + vy — 1,0) = u; + v; — 1, so dafl wir zusammengefaft
Folgendes erhalten:

max(uy + ve — 1,0) — max(ug + v; — 1,0) — max(uy + vy — 1,0) + max(u; +v; — 1,0)

=us+vy—1—ug—v;+1—u; —vg+ 1+ max(u; +v; — 1,0)

=1—v —u; +max(u; + v — 1,0)

=1—-v—u+u +v1—1=0.
Falls nun us + vy — 1 > 0 und u; + vy — 1 < 0, so folgt

max(uy + ve — 1,0) — max(us + v1 — 1,0) — max(u; +ve — 1,0) + max(u; +v; — 1,0)
ZUQ+U2—1—U2—U1+1+maX(U1+U1 —1,0)

= vy — vy + max(u; +v; — 1,0) > 0,

~—
>0

und falls up + vy — 1 < 0 und uy + v, — 1 > 0, so folgt

max(us + ve — 1,0) — max(us + vy — 1,0) — max(u; + ve — 1,0) + max(u; +v; — 1,0)
=uy+ vy — 1 —u; — vy + 1+ max(u; +v; — 1,0)

= uy — up + max(u; + v, — 1,0) >0,

~——
>0

und zu guter Letzt, falls us +v; — 1 < 0 und uy + v, — 1 < 0, so erhalten wir

max(us + vo — 1,0) — max(us + vy — 1,0) — max(u; + ve — 1,0) + max(u; +v; — 1,0)
= uy + vy — 1 + max(u; +v; — 1,0) > 0.

Damit ist alles gezeigt. O
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Abbildung 3.1: Die obere Fréchet-Hoeffding-Schranke M.

Y
0.8-
0.6-
0.4-
0.2-
05l
0-80'60.4 i:m
v 0.2 0 0o 04

Abbildung 3.2: Die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W.

Der folgende Satz begriindet die Stetigkeit von Subcopulas, und somit fiir Copulas, durch
eine Lipschitz-Bedingung auf [0, 1)%.

Satz 3.6 Sei C' ein Subcopula. Dann gilt fir alle (uy,vy), (ug, v2) € Dom C’
’CI(UQ,’UQ) - Cl(ul,U1)| S |U2 — 'LL1| -+ ’1)2 — ’Ul|. (38)
Somit ist C" gleichmdfig stetig auf seinem Definitionsbereich.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 3.3, da F(us) = C'(ug,1) = us,
F(uy) = C'(uy, 1) = ug, G(vg) = C'(1,v2) = vg und G(vy) = C'(1,v1) = vy. O

Aus Definition 3.6 und Satz 3.6 folgt, dafl der Graph eines jeden Copulas eine steti-
ge Oberfléiche innerhalb des Einheitswiirfels [0, 1]> darstellt, dessen Begrenzung durch
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Abbildung 3.4: Der von M und W erzeugte Vierflachner.

das schiefe Vierseit mit den Eckpunkten (0,0,0), (1,0,0),(0,1,0) und (1,1,1) gegeben
ist. Satz 3.4 besagt, dafl dieser Graph zwischen den Graphen der Fréchet-Hoeffding-
Schranken M und W liegt. Diese beiden Graphen sind in den Abbildungen 3.1 und 3.2
dargestellt. Exemplarisch ist der Graph des Produkt-Copulas II in Abbildung 3.3 zu se-
hen. Um diese Beziehung noch stérker zu verdeutlichen, zeigt Abbildung 3.4 die Graphen
von M und W in einem Einheitswiirfel zusammengefaf3t, welche nun einen Vierflichner
erzeugen. Der Graph eines beliebigen Copulas ,,verschwindet® somit gewissermafien in
diesem Vierflichner.

Definition 3.8 (Schnitte eines Copulas) Sei C' ein Copula und a € [0,1] beliebig.
Der horizontale Schnitt von C' in der Hoéhe a ist die Funktion von [0,1] nach [0,1] mit
t — C(t,a), der vertikale Schnitt von C' in der Hohe a ist die Funktion von [0, 1] nach
[0,1) mitt — C(a,t), und der diagonale Schnitt von C' ist die Funktion oc: [0,1] — [0, 1],
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definiert durch 0¢c(t) = C(t,t).

Korollar 3.7 Die horizontalen, vertikalen und diagonalen Schnitte eines Copulas sind
alle monoton steigend und gleichmdfig stetig auf [0, 1].

Beweis: Lemma 3.2 und Satz 3.6 gelten fiir Copulas und damit insbesondere fiir die
Einschrankung auf die Schnitte. O

Satz 3.8 Sei C ein Copula. Dann ezistiert fiir v € [0, 1] beliebig die partielle Ableitung
OC /O fast sicher’ (f.s.) fiir alle u, und fiir diese v und u gilt

0
< — < .
0< 8uC’(u,v) 1 (3.9)

Analog existiert fir u € [0,1] beliebig die partielle Ableitung OC/0v f.s. fir alle v, und
fiir diese u und v gilt

0
< — < 1. .
0< aUC(u,v) <1 (3.10)

Des weiteren sind die Funktionen u — 0C(u,v)/0v und v — 9C(u,v)/0u definiert und
f. s. monoton steigend auf [0, 1].

Beweis: Die Existenz der partiellen Ableitungen 0C/0u und 0C/0v ist klar, da mo-
notone Funktionen (es handelt sich hierbei um die horizontalen und vertikalen Schnitte
des Copulas C) f.s. differenzierbar sind. Die Ungleichungen (3.9) und (3.10) folgen aus
Abschitzung (3.8), indem wir v; = vy bzw. u; = uy setzen, so daf wir die Differen-
zenquotienten erhalten. Falls v; < vy, dann folgt aus Lemma 3.1, dal die Funktion
u — C(u,v) — C(u,v;) monoton steigend ist. Daher ist 9(C'(u,ve) — C(u,v1))/0u de-
finiert und f.s. nichtnegativ auf [0, 1], woraus folgt, daB8 v +— 9C(u,v)/0u definiert ist
und f.s. monoton steigend auf [0, 1]. Fir u — 9C(u, v)/0v analog. O

3.3 Satz von Sklar

Bevor wir uns dem zentralen Satz von Sklar zuwenden, werden wir kurz Verteilungs-
funktionen vorstellen und zwei wichtige Lemmata, die dem Beweis des Satzes von Sklar
dienen, voranstellen.

Definition 3.9 (Verteilungsfunktion) FEine Verteilungsfunktion ist eine Funktion F
mat Definitionsbereich R, so daf$ gilt:

1. F' ist monoton steigend,

2. F(—o00) =0 und F(+o00) = 1.

IBis auf eine P-Nullmenge, wobei hier ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, 2(, P) unterstellt wird.
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Beispiel 3.4 Sei a € R beliebig. Dann ist bekannterweise auf (R, B(R)) (hierbei be-
zeichne B(R) die Borelsche o-Algebra auf R) das Punktmaf ¢, definiert als

1, a€A,
6ll(jél):{() a¢ A

Dann ist die Verteilungsfunktion gegeben durch

0, z<a,
1, z>a.

Fe,(2) = ea(] =00, 2]) = {

Anstatt F., schreiben wir auch kurz ,. Wir nennen ¢, auch Heaviside-Funktion oder
Dirac-Verteilung.

Beispiel 3.5 Fiir a,b € R mit a < b ist die (kontinuierliche) Gleichverteilung auf [a, b]
gegeben durch die Verteilungsfunktion

0, x € [—00,qa,
Uab(x) = g7 YRS [CL, b]v
1, x € )b, 0.

Definition 3.10 (gemeinsame Verteilungsfunktion) FEine gemeinsame (oder hier

2-dimensionale) Verteilungsfunktion ist eine Funktion H mit Definitionsbereich ﬁ2, 50
daf$ gilt:

1. H st 2-dimensional steigend,
2. H(x,—00) = H(—00,y) =0 und H(+00,+00) = 1.

Somit ist H geerdet, und da Dom H = R’ gilt, hat H die Rander F' und G mit F(z) =
H(x,+00) und G(y) = H(+00,y). Mit Lemma 3.2 sind F' und G Verteilungsfunktionen.
Die Rénder sind nun Randverteilungen.

Lemma 3.9 Sei H eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F und
G. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes Subcopula C', so daf gilt:

1. DomC" = Ran F' x RanG,
2. H(z,y) = C'(F(x),G(y)) fiir alle x,y € R.

Beweis: Die gemeinsame Verteilungsfunktion H geniigt der Aussage von Lemma 3.3
mit S; = S, = R. Daher gilt fiir beliebige Paare (z1,y;) und (29, 3») aus R’

[H (22, y2) = H(z1,90)| < [F(22) — F(z1)| + [G(y2) — Gy
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Falls F(z1) = F(x2) und G(y;) = G(y2), folgt sofort H(xy,y1) = H(x2,y2). Daher wird
durch die Menge der geordneten Paare

{(F(2),G(y)), H(z.y)) |,y € R}

eine reellwertige Funktion C’ von 2 Verdnderlichen definiert mit Definitionsbereich
Ran F' x RanG. Also gilt C": Ran F' x Ran G — [0, 1]. Daf diese Funktion wirklich ein
Subcopula ist, folgt direkt aus den Eigenschaften von H. Natiirlich ist Ran F' C [0, 1],
RanG C [0,1], {0,1} € Ran F und {0,1} C RanG. C" ist geerdet und 2-dimensional
steigend, da H geerdet und 2-dimensional steigend ist. Bleibt Aussage (3.2) zu zei-
gen. Zu jedem u € RanF existiert ein # € R mit F(r) = u. Also erhalten wir
C'(u,1) = C'"(F(x),G(+0)) = H(z,4+00) = F(z) = u. Fiir v € Ran G analog. O

Lemma 3.10 (Fortsetzungslemma) Sei C' ein Subcopula. Dann existiert ein Copu-
la C, so dafy C(u,v) = C'(u,v) fir alle (u,v) € Dom C’. Somit kann jedes Subcopula zu
einem Copula fortgesetzt werden. Die Fortsetzung ist i. a. nicht eindeutig.

Beweis: Sei DomC’ = S; x S,. Mit Satz 3.6 und der Tatsache, dal C’ in jedem Ar-
gument monoton steigend ist, konnen wir C” stetig fortsetzen zu einer Funktion C" mit
Definitionsbereich S; x S5, wobei S; der Abschlu von S; ist und S, der Abschlufl von
Sy. C" ist natiirlich auch ein Subcopula. Als nichstes setzen wir C” zu einer Funktion C
mit Definitionsbereich [0, 1]2 fort. Dazu sei (a,b) € [0, 1]? beliebig, und seien a;,as € S,
die grofften bzw. kleinsten Elemente, die der Ungleichung a; < a < as geniigen, und
seien by, by € Sy die grofften bzw. kleinsten Elemente, die der Ungleichung b; < b < by
geniigen. Falls a € S, so folgt trivialerweise a; = a = ao, und falls b € S,, so folgt
ebenso by = b = by. Nun sei

a—ay
ay = as—ay’ a1 < ag,
17 a1 = Aag,

und

3, = bZ‘_bgl, by < by,
TN by =,

und wir definieren folgende bilineare Interpolation C' durch

C(CL, b) == (1 — al)(l — ﬁl)C”<a1, bl) + (1 - al)ﬁlC”(al, bQ)

+ a1 (1 — B1)C" (az, br) + a1 f1C” (as, by). (3.11)

Es ist offensichtlich, daf Dom C' = [0, 1]*> und da§ C'(a,b) = C"(a, b) fiir (a,b) € Dom C”
beliebig. Auflerdem geniigt C' den Gleichungen (3.3) und (3.4). Es bleibt also Unglei-
chung (3.5) zu zeigen. Dazu sei (¢, d) € [0,1]? ein weiterer Punkt, so daB ¢ > aund d > b
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Abbildung 3.5: Kompliziertester Fall im Beweis von Lemma 3.10.

gilt. Die Werte c1, dy, cs, da, an, B3 seien so zu ¢ und d gewahlt, wie oben aq, by, as, bo, oy,
Bi zu a und b. Um nun Vi (B) fiir das Rechteck B = [a, c] x [b, d] zu berechnen, miissen
einige Félle in Betrachtung gezogen werden, abhéngig davon, ob ein Punkt aus S, genau
zwischen a und ¢ liegt oder nicht und ob ein Punkt aus S, genau zwischen b und d liegt
oder nicht. Im einfachsten Fall gibt es weder einen Punkt aus S| genau zwischen a und
¢, noch gibt es einen Punkt aus Sy genau zwischen b und d, so dafl ¢; = a1, co = ao,
dy = by und dy = by. (3.11) angewandt auf C(a,b), C(a,d), C(c,b) und C(c,d) liefert
nun nach langer Rechnung und Vereinfachung
VC(B) = Vc<[@, C] X [ba d]) = C(a> b) - C(aa d) o C<C> b) + C<C> d)
= ... = (ag — a1)(B2 — B1)Ve([ar, az] X [by, b))
In diesem Fall ist Vio(B) > 0, da aus ¢ > a natiirlich ay > a4 folgt und ebenso aus d z_b
natiirlich 5 > 1. Der komplizierteste Fall tritt ein, falls mindestens ein Punkt aus Sy
genau zwischen a und ¢ existiert und mindestens ein Punkt aus Sy genau zwischen b und
d,sodaB a < as < ¢y < cund b < by < dy < d gelten. Dieser Fall ist in Abbildung 3.5
dargestellt. Mit (3.11) angewandt auf C(a,b), C(a,d), C(c,b) und C(c,d) erhalten wir
nach Umordnung der Terme
Ve (B) = (1 — a1)B2Ve([ar, as] x [dy, da]) + B2Ve([az, e1] x [dy, da))

+ Vo ([er, ea] X [di, do]) + (1 — a1)Ve([a, ag] X [by, d1])

+ Vc([GQ, Cl] X [bQ, dl]) + OéQVCQCl, CQ] X [bg, dl]) (312)

+ (1 — ) (1 = B1)Ve(lar, az] x [by, ba])

+ (1 = B1)Vel(laz, e1] X [b1,ba]) + (1 — B1)Ve([er, e2] X [b1, ba)).
Die rechte Seite der Gleichung (3.12) ist die Summe von 9 nichtnegativen C-Volumina
(in Abbildung 3.5 durch die gestrichelten Linien dargestellt) mit nichtnegativen Koeffi-

zienten und ist somit auch nichtnegativ. Die beiden iibrigen Félle funktionieren analog.
OJ
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Beispiel 3.6 Sei (a,b) € R beliebig und die folgende Verteilungsfunktion H gegeben:

0, x<aodery<b,
1, x>aundy >b.

H(%y)z{

Die Randverteilungen von H sind die Heaviside-Funktionen ¢, und &,. Mit Lemma 3.9
erhalten wir das Subcopula C’" mit Definitionsbereich {0,1} x {0,1}, so dafi C’'(0,0) =
C’(0,1) = C'(1,0) = 0 und C’(1,1) = 1. Die Fortsetzung von C’ mit Lemma 3.10
fihrt zu C =11, d.h. C(u,v) = uv (aus Gleichung (3.11)). Dieses C' ist natiirlich nicht
eindeutig, denn in diesem Falle ist jedes beliebige Copula eine Fortsetzung von C’, da
jedes beliebige Copula auf dem Definitionsbereich von C’ mit C’ iibereinstimmt.

Satz 3.11 (Satz von Sklar) Sei H eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Rand-
verteilungen F und G. Dann existiert ein Copula C, so daf fir alle x,y € R gilt:

H(x,y) = C(F(x), G(y)). (3.13)

Falls F und G stetig, dann ist C' eindeutig bestimmt. Anderenfalls ist C' eindeutig auf
Ran F' x Ran G bestimmt. Umgekehrt gilt: Falls C' ein Copula ist und F', G Verteilungs-
funktionen sind, dann ist die in (3.13) definierte Fuktion H eine gemeinsame Vertei-
lungsfunktion mit Randverteilungen F und G.

Beweis: Die Existenz eines Copulas C, so daB (3.13) fiir alle z,y € R gilt, folgt direkt
aus den Lemmata 3.9 und 3.10. Falls F' und G stetig, dann ist Ran F' = Ran G = |0, 1], so
daf} das eindeutige Subcopula in Lemma 3.9 ein Copula ist. Die Umkehrung folgt direkt
aus den Definitionen und Eigenschaften der Verteilungsfunktionen und des Copulas. H
ist 2-dimensional steigend, da C' 2-dimensional steigend; der Definitionsbereich von H

ist R per definitionem; weiterhin gilt

Des weiteren haben wir

H(z,+00) = C(F(x),G(+0)) = C(F(x),1) = F(z) und
H(+o00,y) = C(F(+20),G(y)) = C(1,G(y)) = Gy),

so dafl F' und G die Randverteilungen von H sind. U

Dieses Resultat suggeriert uns, bei einem Copula von einer Abhdngigkeitsstruktur zu
sprechen. Gleichung (3.13) besagt also, daf§ das Copula C' das Randverhalten, gegeben
durch F' und G, von der in der gemeinsamen Verteilungsfunktion H enthaltenen Abhén-
gigkeit trennt.
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Definition 3.11 (Quasi-Inverses) Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann ist die Funk-
tion (1 ein Quasi-Inverses von F' mit Definitionsbereich [0,1], so daf8 gilt:

1. Falls t € RanF, dann ist F©U(t) irgendein x € R mit F(z) = t, d. h., fiir alle
t € Ran F gilt
F(FTO(1) =t,

2. falls t ¢ Ran F, dann gilt

FEY@) = inf{z | F(z) >t} =sup{z | F(z) < t}.

Falls F' streng monoton steigend, dann hat F' nur ein einziges Quasi-Inverses, welches
das gewohnliche Inverse ist und iiblicherweise mit F'~! bezeichnet wird.

Beispiel 3.7 Die Quasi-Inversen von ¢, sind folgende Funktionen:

ag, t= O,
eVt =Sa, telol]
ay, = ]-a

wobei ag, a1 € R mit ag < a < ay.

Unter Verwendung von Quasi-Inversen der Verteilungsfunktionen erhalten wir direkt
folgendes Korollar zu Lemma 3.9.

Korollar 3.12 Seien H, F, G und C' so gewdhlt wie in Lemma 3.9. Seien FY und
GV die Quasi-Inversen von F und G. Dann gilt fiir (u,v) € Dom C" beliebig:

C'(u,v) = H(FY(u), GEY(v)). (3.14)
Beweis: Setze F(z) = uw und G(y) = v in Lemma 3.9. O

Falls F' und G stetig, dann gilt Korollar 3.12 fiir Copulas genauso. Dieses Resultat liefert
eine Methode, Copulas aus gemeinsamen Verteilungsfunktionen zu konstruieren, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.8 Betrachte die gemeinsame Verteilungsfunktion H mit

@D (2y) € [-1,1] x [0,00],
H(z,y)=1—e¥,  (1,y) €]1,00] x [0,00],

0 sonst
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und Randverteilungen F' und G, gegeben durch

0, T < —1,
Fla)=Uia(@) = { @+ 1)/2, x€[-1,1],
1, x> 1,
und
0, y <0,
G(y) = ~
1—e™Y, y>0.

Quasi-Inverse von F und G sind gegeben durch F("Y(u) = 2u — 1 und GV (v) =
—In(1 — v) fiir uw,v € [0,1]. Da Ran F' = Ran G = [0, 1], liefert (3.14) das Copula C,
gegeben durch

uv

C(u,v) = (3.15)

u+v—uv’
denn
C(u,v) = HQ2u — 1, —In(1 — v))
(2u — 1+ 1)(e~ 0= 1)
2u—1+2e (- — ]

(da w,v € [0,1] = 2u—1 € |-1,1], —In(1 — v) € [0, 00])

2u—2u(l—v
e e =
oy —2 + % T (Qu—2)(1—v)+2
—-v 1—v
2u — 2u + 2uv UV

T —2ww—24+20+2 utov—w

Beispiel 3.9 Gesucht ist eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit standardnormalver-
teilten Réndern, welche aber nicht die gemeinsame Standardnormalverteilung sein soll.
Nachdem wir nun den Satz von Sklar kennengelernt haben, ist die Losung dieses Pro-
blems ein leichtes. Wir wahlen einfach irgendein Copula und standardnormalverteilte
Rénder in (3.13). Dann ist H die gesuchte Funktion.

Wir beenden diesen Unterabschnitt mit einer interessanten Schluffbeobachtung. Jedes
: . . : -, . =2 . .

Copula ist mit einer geeigneten Erweiterung des Definitionsbereichs auf R~ eine gemein-

same Verteilungsfunktion mit Randverteilungen, die gleichverteilt auf [0, 1] sind, d.h.

Uo:. Prizise ausgedriickt sei C' ein Copula, und wir definieren die Funktion Hy auf R
durch

;

0, x < 0 oder y < 0,
Cla,y), (,y) €[0,1]%
He(z,y) =< =, y>1,z€l0,1],
Y, x> 1,y €l0,1],
(1, x>1und y > 1.
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Dann ist He eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Randverteilungen Uy;. Tatséch-
lich ist es oftmals niitzlich, bei Copulas an gemeinsame Verteilungsfunktionen mit ein-
geschriinktem Definitionsbereich [0, 1]? und Up;-Réndern zu denken.

3.4 Copulas und Zufallsvariablen

Wenn wir im Folgenden von Zufallsvariablen sprechen, dann sei immer ein Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, 2, P) und ein Mefiraum (Q/, 521/) unterstellt, auf denen die Zufallsvaria-
blen und deren Verteilungsfunktionen definiert sind. Wenn nicht anders erwéahnt, dann
sei (Q,) = (2,2%) = (R,B(R)) und die Verteilungsfunktion F' der Zufallsvariablen
X:(2,2) — (R,B(R)) gegeben durch F(r) = P[X < z].

Wir sind nun in der Lage, den Satz von Sklar mit den Begriffen von Zufallsvariablen
und deren Verteilungsfunktionen umzuformulieren.

Satz 3.13 (Satz von Sklar fiir Zufallsvariablen) Seien X und Y Zufallsvariablen
mit Verteilungsfunktionen F bzw. G und einer gemeinsamen Verteilungsfunktion H.
Dann existiert ein Copula C, so daf$ (3.13) gilt. Falls F' und G stetig, dann ist C' ein-
deutig bestimmt. Anderenfalls ist C' eindeutig auf Ran F' x Ran G bestimmt.

Das Copula C'in Satz 3.13 wird Copula von X und Y genannt und mit C'yy bezeichnet,
falls die Identifikation mit den Zufallsvariablen X und Y vorteilhaft erscheint.

Der folgende Satz zeigt, dal das Produkt-Copula II(u,v) = uv unabhéngige Zufalls-
variablen charakterisiert, falls die Verteilungsfunktionen stetig sind.

Satz 3.14 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen. X und Y sind dann und nur dann
unabhdingig, falls Cxy = IL.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 3.13 und der Tatsache, daf zwei Zufallsvaria-
blen X und Y genau dann unabhéngig sind, falls H(z,y) = F(z)G(y) fir alle (z,y) € R
(siche [Bau91]). Wir erhalten:

Cxy(F(2), G(y)) = H(z,y) = F(2)G(y) = I(F(x), G(y))
< X und Y sind unabhéngig.

i

Falls wir nun streng monotone Transformationen von Zufallsvariablen betrachten, dann
sind die zugehorigen Copulas entweder invariant oder vorhersehbare Transformationen.
Falls die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X stetig ist und « eine f.s. streng
monotone Funktion, deren Definitionsbereich Ran X enthélt, dann ist bekannterweise
auch die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen «(X) stetig. Wir beginnen nun mit
dem Fall von streng monoton steigenden Transformationen.
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Satz 3.15 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula Cxy. Falls o und 3 f. s.
streng monoton steigend auf Ran X bzw. RanY, dann gilt Cox)pvy) = Cxy. Also ist
Cxy invariant unter streng monoton steigenden Transformationen von X und Y .

Beweis: Seien F, Gy, F» und G5 die Verteilungsfunktionen von X, Y, o(X) und 5(Y).
Da o und (3 f.s. streng monoton steigend, gilt

Fy(z) = Pla(X) < 2] = P[X < a !(2)] = Fi(a"*(x)) und gleicherweise
Ga(y) = GL (B (y)).
Somit gilt fiir 2,y € R beliebig

Corxys) (Fa(z), Ga(y)) = Pla(X) <2, B(Y) <yl = P[X < a7'(2),Y < 7 (y)]
= Cxy(Fi(a™(2)), G1(671(9))) = Cxv (Fa(x), G2(y))-

Da X und Y stetig, folgt Ran /', = RanGy = [0, 1]. Daraus folgt wiederum, dafl
OQ(X)g(y) = CXY auf [0, 1]2 Ol

Falls nun « oder 3 oder beide f.s. streng monoton fallend, dann erhalten wir Resultate,
bei denen das Copula der Zufallsvariablen o(X) und G(Y") eine einfache Transformation
des Copulas Cxy ist. Dies wird im folgenden Satz dargelegt.

Satz 3.16 Secien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula Cxy. Die Funktionen
und [ seien f. s. streng monoton auf Ran X bzw. RanY . Dann gilt fir alle u,v € [0,1]:

1. Falls « f. s. streng monoton steigend und 3 f. s. streng monoton fallend, dann gilt
Ca)pr)(u,v) = u = Cxy(u, 1 —v),
2. falls a f. s. streng monoton fallend und 3 f. s. streng monoton steigend, dann gilt
Caxp)(u,v) = v = Cxy (1 —u,0),
3. falls o und 3 f. s. streng monoton fallend, dann gilt
Cox)pry(u,v) =u+v—14+Cxy(1 —u, 1 —v).

Beweis: Seien I, Gy, F und G die Verteilungsfunktionen von X, Y, a(X) und B(Y).
Da Ran I, = Ran Gy = [0, 1] gilt, existieren z,y € R mit u = Fy(z) und v = G(y).

Zu 1:

u = Fy(r) = Pla(X) < 2] =P[X <a'(z)] = Fi(a *(z)) und
v=_Ga(y) =P[B(Y) <yl =P[Y > 57 (y)]
—1-PlY <f Yy =1-G: (3 (y))

& G (y) =1-v.
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Somit gilt fiir alle u,v € [0, 1]

Cax)p) (U v) = Coxypv) (Fo(), Go(y)) = Pla(X) < 2, B(Y) < ]
=P[X <o '(z),Y > 57 (y)]
=P[X <a'(2)] - P[X <o l(2),Y <57 (y)]
= u — Cxy(Fi(a™ (), G1(67(y)))
u, 1

:U—ny( s —’U).

Zu 2: Analog.

Zu 3:
u=Fyz)=1-F(a*(z))=1-P[X <a*(z)] und
v==GCay) =1-Gi(87'(y) =1 -PY < 57 (y)l.

Nun gilt fiir alle u, v € [0, 1]

Cax)p) (1, v) = Coxyp) (Fa(2), Ga(y)) = Pla(X) < 2, B(Y) <y
Pla(X) < z,Y > 87 (y)
= Pla(X) < 2] = Pla(X) <2,V < 57 (y)]
=Pla(X) <] = P[X > a ' (2),Y < 57(y)]
=Pla(X) <z] - (P[Y <7 (y)] = P[X <a™'(z),Y <57 (y)])
=P[X >a '(2)] - P[Y < 7' ()] + P[X <™ '(2),Y < 57(y)]

= 1-PX <a™'(@)] = PlY < 57(y)]

+ Cxy(Fi(a™(2)), G1(87 (1))
=1-(1-u)—(1—-v)+Cxy(l—u,1—v)
=u+v—1+Cxy(l—u,1—0).

3.5 Copulas im n-Dimensionalen

In diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte auf den
allgemeinen n-dimensionalen Fall erweitern. Um Unklarheiten zu vermeiden, werden
wir die meisten Definitionen und Sétze in der mehrdimensionalen Variante wiederholen.
Unter R” verstehen wir das kartesische Produkt R x R x --- x R, und fiir beliebige
Punkte a,b € R”, d.h. a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,), schreiben wir a < b, falls
ap < b fiir alle k, und a < b, falls a;, < by, fiir alle k. Sei a < b, dann bezeichnen wir das
kartesische Produkt von n abgeschlossenen Intervallen B = [aq, by] X [az, ba] X+ - - X [ay, by
als n-Box [a,b]. Die Eckpunkte einer n-Box sind die Punkte ¢ = (¢y,...,¢,), wobei
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jedes ¢, entweder gleich einem a; oder einem by ist. Eine reellwertzge Funktion H von
n Verdnderlichen ist eine Funktion mit Definitionsbreich Dom H C R und Bildbereich
Ran H C R.

Definition 3.12 (H-Volumen einer n-Box) Seien S1,...,5, CR, S1 #0,...,S, #

0, H sei eine reellwertige Funktion von n Verdnderlichen mit Definitionsbereich
Dom H = S; X -+ x S,. Sei B = [a,b| eine n-Box mit Eckpunkten in Dom H. Dann ist
das H-Volumen von B gegeben durch

Vi(B) =) sgu(c)H(c), (3.16)

wobei die Summe tber alle Eckpunkte ¢ von B genommen wird, und sgn(c) ist gegeben
durch

(c) 1, falls ¢, = ay, fiir eine gerade Anzahl der k,
sgn(c) =
& —1, falls ¢;, = ay fiir eine ungerade Anzahl der k.

Bemerkung 3.3 Falls wir die n Differenzen 1. Ordnung von H bez. der n-Box
B = [a, b] definieren durch

AWH(6) = H(t1, . too1, bp togr, - tn) — H(tr, - o1, Gy B, - Tn),
dann ist das H-Volumen von B gegeben durch die Differenz n-ter Ordnung von H bez. B,
b b Abn ba AD
Va(B) = AgH(t) = A2 Ay~ AZA H(t).

Definition 3.13 (n-dimensional steigend) Eine reellwertige Funktion H vonn Ver-
anderlichen heifit n-dimensional steigend, falls Vi (B) > 0 fir alle n-Boxen B mit Eck-
punkten in Dom H gilt.

Definition 3.14 (geerdete Funktion) Sei H eine reellwertige Funktion von n Ver-
anderlichen mit Definitionsbereich Dom H = S; x --- x S,,. Jedes S; habe ein kleinstes
Element ay,. Wir sagen, H ist geerdet, falls H(t) = 0 fiir alle t € Dom H mit t;, = ay,
fiir mindestens ein k.

Definition 3.15 (Rénder) Sei H eine reellwertige Funktion von n Verdnderlichen mit
Definitionsbereich Dom H = S7 x - -- x S,,. Jedes Sy habe ein grofites Element by,.. Dann
sagen wir, die Funktion H hat Rénder. Die eindimensionalen Rdnder von H sind die
Funktionen Hy, gegeben durch Dom Hy = Sy firk=1,...,n und

Hy(z) = H(by, ... ,bg_1,2,bgs1,...,by) fiir alle x € Sy. (3.17)

Rénder hoherer Dimensionen sind dadurch definiert, indem wir weniger Stellen in H
festhalten. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel.
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Beispiel 3.10 Wir betrachten die Funktion H mit Dom H = [—1, 1] x [0, 0o x [0, 7/2],
gegeben durch

(x+1)(e¥ —1)sinz
T+ 2e¥ —1 '
Dann ist H geerdet, da H(z,y,0) = 0, H(z,0,z) = 0 und H(—1,y,2) = 0. H hat die
eindimensionalen Rander Hi(x), Hy(y) und Hs3(z), gegeben durch
Hi(z) = H(z,00,7/2) = (x +1)/2,
Hy(y)=H(l,y,7/2) =1—¢eY und
H3(z) = H(1,00, z) = sin z,

H(z,y,z) =

und H hat die 2-dimensionalen Rénder Hys(z,y), His(x,z) und Hy3(y, ), gegeben
durch

(z+ 1) — 1)

H1,2(xuy) = H(ZL’,y,ﬂ'/?) =

Y

T+ 2e¥ —1
D si
His(x,z) = H(z,00,2) = W und

Hy3(y,z) = H(1,y,2) = (1 — e ¥)sin 2.

Im Folgenden sagen wir anstelle von eindimensionalen Réndern kurz Rénder und anstelle
von k-dimensionalen Réndern, £ > 2, kurz k-Rénder.

Lemma 3.17 Seien Sy,...,S, CR, S, #0,...,S, #0, H eine geerdete n-dimensional
steigende Funktion mit Dom H = S7 x - -+ x S,,. Dann ist H monoton steigend in jedem
Argument, d. h. falls (t1,... te—1, %, ths1y s tn), (t1y oo o1, Yy thr, - - -, tn) € Dom H
und x <y, dann gilt H(ty, ... te_1, T, k1, tn) < H(y, oo b1, Yy bpgts - o bn)-

Beweis: Sei B = [(a1,...,a5 1,2, Qgs1,- -, 0n)s (b1, s to1, Yy ti1, - - -, )], Wobei die
a; jeweils die kleinsten Elemente der S; sind, d.h., alle Eckpunkte der n-Box B liegen
in Dom H. Da H n-dimensional steigend ist, gilt Vy(B) > 0, und da H geerdet ist,
vereinfacht sich (3.16) zu

VH(B) = H(tl, Ce ,tkfl,y,tk+1, e ,tn) — H(tl, e ,tkfl,l', tk+17 Ce 7tn>
Daraus folgt die Behauptung. O

Um nun im n-dimensionalen Fall die gleichmé&fBige Stetigkeit von Copulas zu zeigen, be-
notigen wir ein n-dimensionales Analogon (Lemma 3.19) zu Lemma 3.3. Um Lemma 3.19
zu beweisen, stellen wir das folgende fundamentale Lemma 3.18 [SS83] voran.

Lemma 3.18 Seien Sy,...,S8, CR, S1 #0,...,S, # 0, H eine geerdete n-dimensional
steigende Funktion mit Dom H = Sy x --- x S, und Rdandern Hy. Fir beliebiges k,
1 <k <mn, seien (ty, ..., th—1, T thi1y -y tn), (t1y ooy the1, Yy thrt, - - -, tn) € Dom H mit
x <vy. Dann qilt

H<t17 S 7tk717y7tk+17 s 7tn) - H(th s 7tk717x7tk+17 s 7tn) S Hk(!J) - Hk(l?) (318)
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Beweis: Seien die a; und b; die kleinsten bzw. grofiten Elemente der S;, 1 <7 < n. Im
Falle n = 2, da H 2-dimensional steigend ist, liefert (3.1) mit B = [z, y]| X [t2, ba] bzw.
B = [t1,b1] X [z,y] das Folgende:
H(y, bg) (l’,bg) H( t2) +H<£L’,t2) Z 0 bzw.
(bl, ) H(b1,l‘) H(t1, )‘l‘H(tl,ZL‘)ZO

< Hy(y) — Hi(x) > H(y,t2) — H(x,t2) bzw.
Hy(y) — Ha(x) = H(tr,y) — H(ty, x)
& (3.18).
Falls n > 2, definieren wir n-Boxen By, B, ..., B,_1 folgenderweise:
By = [(t1,a2, ..., Qp—1, T, Qpr1y - ooy an)y (b1, toy ooy b1, Yy gty - - 5 B0,
By = [(a1,t2,a3, ..., g1, T, Qgi1, - an)y (b1, 02,3, ooyl 1, Yy thrty -5 tn)],
Bo1=1[(a1,... 01,2, aps1y -y Qn_1,tn), (b1, b1, Y g1y - -, bn)]-

Da H n-dimensional steigend ist und alle Eckpunkte der n-Boxen Bj, Bs,...,B,_1 in
Dom H liegen, gilt Vi (B;) > 0 fiir alle j. Somit folgt

T Vi (B;) > 0. (3.19)
2

Da H geerdet ist, vereinfacht sich (3.16) fiir jedes Vi (B;) in die folgenden Summen von
4 Termen:

Vie(By) = H(ty, .. b1, @bt - b)) — Hty, bt Y tigts - - o)
— H(by, tg,...,tk_l,x,tk+1,...,tn)—|—H(b1,t2,...,tk_l,y,tk+1,...,tn)
Vir(Ba) = H(by, ta, . . toet, @ tgsts - tn) — H(brotay - ety Ys tigts - - -5 bn)
—H
H

(b bo,tg, ..o te_1, T, a1, -, )—|—H(bl,b2,t3,...,tk_l,y,tk+1,...,tn)

Vy ( ): (b bo,ts, ... tk—1, T, ki1, .., ) (bl,bg,tg,...,tk_l,y,tk+1,...,tn)
H(by, b, b3,ty, .y the1, T, tpy1, tn)
+ H(by, by, b, ta, oo te1, Yy thyt, )

VH(Bn 1) H(b17 cee 7bk717x7bk+17 oo 7bnflatn) - H(b17 s 7bk‘717y7 bk+17 s 7bn717tn)
- H(b17' . 'abk—laxabk—‘rlw . abn) +H(b17 . 'abk—lay7bk+17' . abn)

Wie wir nun leicht erkennen kénnen, handelt es sich bei (3.19) um eine Teleskopsumme,
welche sich wie folgt vereinfacht:

Hty, oty bt tn) = H(E ot U bt - )
—|—H<b1,...,bk_l,y,bk+1,...,bn) — H(bl,...,bk_l,ﬂf,bk+1,...,bn) 2 0
= Hk(y) — Hk(l’) > H(tl, c. ,tk_l,y,tk+1, c. ,tn) — H(tl, e ,tk—lax7tk+17 R ,tn).
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Damit ist alles gezeigt. U

Lemma 3.19 Seien Sy,...,S8, CR, S1 #0,...,S, # 0, H eine geerdete n-dimensional
steigende Funktion mit DomH = S} X --- x S, und Rdndern Hj. Seien x =
(21, .., 20),y = (Y1, .-, yn) € Dom H beliebig. Dann gilt

[H(x) - H(y)| < Z |H.(z) — Hi(yr)]- (3.20)

Beweis: Vermoge Lemma 3.17, dann ist (3.18) dquivalent zu

|H(t1,...,tk_1,$,tk+1,...,tn) — H(tl,...,tk_1,y,tk+1,...,tn)|

< | Hu(e) — Huy)] (3:21)

fir alle (t1,...,tk 1,2, ka1, stn), (1, s the1, Yy thsty-- -5 tn) € Dom H. Durch n-
maliges Anwenden von (3.21) und der Dreiecksungleichung, erhalten wir sukzessive die
Behauptung auf folgende Weise:

|H(x1, ..., x0) — HY1, -+, Yn)|
< |H(x1,...,20) — H(y1, T2, -, x0)| + [H(y1, w2, - 20) — H(Y1, -+, Yn)]
< |Hi(x1) = Hi(y1)]|
+ |H(y1, 29, ... xn) — H(y1, Yo, T3, - - To)| + | H (Y1, Y2, T3, -, T0) — H(y1, - -, Yn)|
< |Hi(z1) = Hi(y)| + [Ha(z2) — Ha(y2)]

+|H(y1;y27x37---7'xn>_H(ylay27y37x47"'7xn>’+"'
< ...

<|Hi(z1) — Hi(y1))| + ...+ [ Hpo1(@n—1) — Hpm1(Yn—1)|
+HWs - Yn1,Tn) — H(y1, - yn)|

< |Hi(21) = Hi(yo)| + .-+ [Hal2n) = Huya)l = D [Hi(wx) — Hi(yi)|-

Die Lemmata 3.17 und 3.19 liefern direkt das folgende Korollar.

Korollar 3.20 Seien Si,...,S, C R, S # 0,...,S, # 0, H eine geerdete n-

dimensional steigende Funktion mit Dom H = S; X --- x S,, und Rdndern Hy. Dann
sind alle Rinder Hy monoton steigend, und fiir beliebiges (t1, ..., tx_1, %, tgs1,...,tn) €
Dom H gilt

0 S H(th ce ,tk_l, Jf,tk_H, ce ,tn) S Hk(I) (322)

FEine entsprechende Aussage gilt fiir hoherdimensionale Rdinder.
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Wir sind nun in der Lage, n-dimensionale Subcopulas und Copulas zu definieren.

Definition 3.16 (n-Subcopula) Ein n-dimensionales Subcopula (im Folgenden kurz
n-Subcopula) ist eine Funktion C' mit den folgenden FEigenschaften:

1. DomC’" = S x -+ x S, wobei Sy, C [0,1] und {0,1} C Sy, firk=1,...,n,
2. C" ist geerdet und n-dimensional steigend,
3. C" hat Rander C}, k=1,...,n, fir die das Folgende gilt:

C).(u) = u fiir alle u € Sk. (3.23)

Wir beachten, daf fiir alle u € Dom C” die Beziehung 0 < C’(u) < 1 gilt, so dal Ran C’
auch eine Teilmenge von [0, 1] ist.

Definition 3.17 (n-Copula) Ein n-dimensionales Copula (im Folgenden kurz n-
Copula) ist ein n-Subcopula mit Definitionsbereich [0,1]". Ein n-Copula ist also eine
Funktion C: [0,1]" — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fir alleu € [0,1]" gilt
C(u) =0, falls mindestens eine Komponente von u gleich 0 ist, (3.24)
und

C(u) = ug, falls alle Komponenten von u gleich 1 sind aufler uy, selbst, (3.25)

2. fir alle u,v € [0,1]" mit u < v gilt

Ve(u, v]) > 0. (3.26)

Bemerkung 3.4 Es ist sehr leicht ersichtlich, daB fiir ein beliebiges n-Copula C, n > 3,
jeder der k-Rénder von C' ein k-Copula ist, 2 < k£ < n.

Der folgende Satz begriindet die Stetigkeit von n-Subcopulas, und somit fiir n-Copulas,
durch eine Lipschitz-Bedingung auf [0, 1]".

Satz 3.21 Sei C’ ein n-Subcopula. Dann gilt fir alle u,v € Dom C’
C'v) = )] <3 o — sl (3.27)
k=1

Somit ist C" gleichmdfig stetig auf seinem Definitionsbereich.
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Beweis: Mit (3.20) und (3.23) erhalten wir

C'(v) = C'(w)| < ) |Gk (or) = Crlun)l = ) o — wl.

g

Definition 3.18 (n-dimensionale Verteilungsfunktion) FEine n-dimensionale Ver-
teilungsfunktion ist eine Funktion H mit Definitionsbereich R", so daf gilt:

1. H ist geerdet und n-dimensional steigend,
2. H(oco,...,00) = 1.

Eine gemeinsame Verteilungsfunktion ist demzufolge eine Funktion H, fiir die ein n > 2
existiert, so daBl H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion ist.

Aus Lemma 3.17 folgt, daB die Rénder einer n-dimensionalen Verteilungsfunktion
wieder Verteilungsfunktionen sind, siehe Definition 3.9. Fiir n > 3 bezeichnen wir diese
Randverteilungen mit Fiy, ..., F,.

Satz 3.22 (Satz von Sklar im n-Dimensionalen) Sei H eine n-dimensionale Ver-
teilungsfunktion mit Randverteilungen Fi, ..., F,. Dann existiert ein n-Copula C, so dafs
fiir allex € R gilt:

H(zy,...,x,) = C(Fy(21),...,F(z)). (3.28)

Falls die Randverteilungen FY, ..., F, stetig sind, dann ist C' eindeutig bestimmt. Ande-
renfalls ist C' eindeutig auf Ran F} x --- x Ran F,, bestimmt. Umgekehrt gilt: Falls C' ein
n-Copula ist und Fy, ..., F, Verteilungsfunktionen sind, dann ist die in (3.28) definierte
Funktion H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen Fi, ..., F,.

Der Beweis vollzieht sich genauso wie im 2-dimensionalen Fall. Man zeigt zunéchst die n-
dimensionale Variante von Lemma 3.9, sieche dazu [SS83], und dann die n-dimensionale
Variante des Fortsetzungslemmas 3.10 mittels einer multilinearen Interpolation. Fine
Beweisskizze findet sich in [SS83], und in [Nel99] wird u. a. auf [MS75, Skl96] verwiesen.

Korollar 3.23 Sei H eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit stetigen Randver-
teilungen Fi, ..., F, und n-Copula C, welches (3.28) gentigt. Seien Fl(fl), ey FSY die
Quasi-Inversen von Fy, ..., F,. Dann gilt fir alle u € DomC = [0, 1]"

Cluy, ... up) = HEFE T (w), ..., FSD (uy)). (3.29)

n

Beweis: Setze Fi(z1) = uy, ..., F,(z,) = u, in (3.28). O
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Die folgende n-dimensionale Variante des Satzes von Sklar fiir Zufallsvariablen? ist iden-
tisch zu Satz 3.13.

Satz 3.24 Seien Xq,..., X, Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fy, ..., F, und
einer gemeinsamen Verteilungsfunktion H. Dann existiert ein n-Copula C, so daf$ (3.28)
gilt. Falls die Fy,. .., F, stetig sind, dann ist C' eindeutig bestimmt. Anderenfalls ist C
eindeutig auf Ran Fy x --- x Ran F,, bestimmit.

Die Fréchet-Hoeffding-Schranken M und W sowie das Produkt-Copula II lassen sich
natiirlich auch aufs n-Dimensionale erweitern. Sie werden mit M™, W™ und II" bezeichnet
und sind gegeben durch

M"(u) = min(uy, . .., u,),
W"(u) = max(u; + ...+ u, —n+1,0) und

M"(u) = uy -« up.

Obwohl die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W™ fiir n > 3 kein n-Copula ist
(siehe Bemerkung 3.2), gilt die Fréchet-Hoeffding-Schranken-Ungleichung (3.7) im n-
Dimensionalen gleichermaflen.

Satz 3.25 Sei C' ein n-Copula, dann gilt fir alle u € [0, 1]™
W(u) < C(u) < M"(u). (3.30)
Beweis: Aus (3.22) und (3.23) folgt

C(a) <uq,...,Cu) <wu,
< C(u) <min(uy,...,u,) = M"(u),

womit die rechte Seite der Behauptung gezeigt ist. Und mit (3.20) erhalten wir

WL, 1) = Clug, )| <Y1 — g
k=1
S 1= Clur, . un) <Y1 =y
k=1

<~ 1—C(u1,,un)§21—uk
k=1

S 1-Cluy,...,up) <n—uy — ... —uy,
S Ut tu,—n+1<Cu, ... up).

Kombinieren wir dies mit C'(u) > 0, so erhalten wir die linke Seite der Behauptung. [

2Diese sind wieder auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum definiert. Im Folgenden sei dies
immer unterstellt, wenn wir von Zufallsvariablen sprechen, auch wenn es nicht immer ausdriicklich
erwihnt wird.
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Obgleich die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W™ fiir n > 3 kein n-Copula ist, so ist
sie doch die bestmogliche untere Schranke in dem folgenden Sinne.

Satz 3.26 Seienn > 3 undu € [0, 1]" beliebig, dann existiert ein n-Copula C, abhingig

von u, so daf gilt:
C(u) = W"(u).

Fiir den Beweis siehe [Nel99].
Die Unabhéngigkeit von n stetigen Zufallsvariablen X;, ..., X, wird durch das folgen-
de n-dimensionale Analogon zu Satz 3.14 charakterisiert.

Satz 3.27 Seien Xi,...,X, stetige Zufallsvariablen. Xy,..., X, sind dann und nur
dann unabhdingig, falls das n-Copula C von Xy, ..., X, durch C =1I" gegeben ist.

Als survival function (auch Zuverlissigkeitsfunktion oder Uberlebensfunktion) einer Zu-
fallsvariablen X bezeichnen wir die Funktion F(z) = P[X > 2] = 1 — F(x), wobei
F natiirlich die Verteilungsfunktion von X ist. Die gemeinsame survival function H
zweier Zufallsvariablen X und Y mit Verteilungsfunktionen I und G ist gegeben durch

H(z,y) =P[X > x,Y > y|. Sei nun C das Copula von X und Y, dann erhalten wir die
folgende Beziehung:

H(z,y) =1— F(z) = G(y) + H(z,y) = F(z) + G(y) = 1 + C(F(x),G(y))
=F2)+G(y) —1+C(1 - F(x),1 - G(y)).

Die Rénder von H sind die eindimensionalen survival functions, d. h. H(z, —o0) = F(x)
und H(—o0,y) = G(y). Falls wir nun eine Funktion C': [0,1]? — [0, 1] definieren durch

~

Clu,v) =u+v—14+C(1 —u,1—0v), (3.31)

so erhalten wir

— ~

H(z,y) = C(F(x),G(y)). (3.32)

C bezeichnen wir als survival copula® von C bzw. von X und Y.

C sollte allerdings nicht mit der gemeinsamen survival function C' von zwei Up;-
verteilten Zufallsvariablen, deren gemeinsame Verteilungsfunktion durch das Copula C
gegeben ist, verwechselt werden. Es gilt ndmlich

Clu,v0) =PlU>u,V>v]=1-u—v+C(uv)=C(1—u1-0).

Das survival n-copula (oder n-variates survival copula) von Xi, ..., X, ist gegeben durch

~

H(zy,...,2,) =P[X1>21,..., X, > 2] = C(Fi(11),..., Fp(z)). (3.33)

3Es ist sehr leicht nachzupriifen, daf c wirklich ein Copula ist, sieche dazu auch Punkt 3 in Satz 3.16,
hier ist Cy(x)p(y) das survival copula C von X und Y.
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In (3.33) erkennen wir nun sehr gut die Analogie zu (3.28). Wihrend in (3.28) das
Copula C' das Randverhalten, gegeben durch Fi,..., F,, von der in der gemeinsamen
Verteilungsfunktion H enthaltenen Abhéngigkeit trennt, wird in (3.33) das Randverhal-
ten der survival functions F4, ..., F, von der in der gemeinsamen survival function H
enthaltenen Abhéngigkeit durch das survival n-Copula C' getrennt. Fiir die Herleitung
von (3.33) siehe [Sch03].

Die Séatze 3.15 und 3.16 gelten im n-Dimensionalen gleichermaflen.

Satz 3.28 Seien Xi,..., X, stetige Zufallsvariablen mit n-Copula Cx, . x,. Seien
at,...,ap f.s. streng monoton steigend auf Ran Xy, ..., Ran X,,, dann gilt

Somit ist Cx, . x, invariant unter streng monoton steigenden Transformationen von
Xi,..., X,

Satz 3.29 Seien Xi,..., X, stetige Zufallsvariablen mit n-Copula Cx, . x,. Seien
ai, ..., f.s. streng monoton auf Ran X,,..., Ran X, und sei Cy (x,),.  an(x,) das
n-Copula von ay(Xy),...,a,(X,). Ferner sei ay f.s. streng monoton fallend fir ein
ke {1,...,n}. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei k = 1. Dann gilt
Cal(Xl) ..... an(Xn)(Ul, e ,Un) = CaQ()Q) ..... an(Xn)(UQ, e ,Un)
— Cx, an(X2)san(Xn) (1 — U1, Us, ... Uy).

Das n-Copula Cy, (x,),....an(x,) kann also durch Terme des n-Copulas C, .. x,, und dessen
kleinerdimensionalen Rédndern ausgedriickt werden. Die Beweise der Sétze 3.28 und 3.29
funktionieren genauso wie im 2-Dimensionalen und sind in [ELMO1] zu finden.

Wie wir bereits wissen, konnen wir bei n-Copulas an gemeinsame Verteilungsfunktio-
nen mit eingeschrianktem Definitionsbereich [0, 1]" und Uy -Réndern denken. Aus die-
sem Grunde induziert jedes n-Copula C' ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf
([0,1)™,B([0,1]")) durch V&([0,u]) = C(u) mit 0 = (0,...,0),u = (uy,...,u,) €
[0,1]" und eine Standarderweiterung auf beliebige (nicht notwendigerweise n-Boxen)
Borel-Mengen aus B([0,1]™). Jedoch wird nicht jedes Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf
([0,1)™, B([0,1]™)) durch ein Copula C' induziert, d.h., es existiert nicht immer ein n-
Copula C, so dafl P([0,u]) = C(u) fiir alle u € [0, 1]" gilt. Damit ein Wahrscheinlich-
keitsmafl durch ein Copula induziert werden kann, muf} es seine Masse in einer Art und
Weise verteilen, die konsistent zu den Randbedingungen eines Copulas ist. Das bedeutet
also, dafl ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf ([0, 1], B([0, 1]")) mit mindestens einem nicht
Uopi-verteilten Rand niemals durch ein Copula induziert werden kann. Aquivalenz liegt
also nur in einem Spezialfall vor, der im folgenden Satz (vgl. [Sch03]) dargelegt wird.

.....

Satz 3.30 Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf ([0,1]", B([0,1]")) wird dann und nur
dann durch ein n-Copula C induziert, falls P([0,x;]) = z; fir alle z; € [0,1], 1 <i <n,
wobei 0 = (0,...,0) und x; = (1,...,1,z;,1,...,1).
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Beweis:

,=" Falls P durch ein n-Copula C' induziert wird, dann gilt mit (3.25) P([0,x;]) =
c@,..., 1,z 1. 1) =a; fiir alle z; € [0,1], 1 < < n.

,<=" Seinun P([0,x;]) = z; fiir alle z; € [0, 1], 1 <1i < n, vorausgesetzt. Dann definieren
wir das n-Copula C' durch C'(u) := P([0,u]), u € [0, 1]™. Dann gelten (3.24)—(3.26)
in Definition 3.17.

g

Bevor wir dieses Kapitel beenden, fithren wir noch den Begriff der Konkordanz-Ordnung*
ein. Diese wird in Kapitel 4 wichtig, wenn wir die Beziehungen zwischen Copulas und
den Abhéngigkeitseigenschaften von Zufallsvariablen untersuchen werden.

Definition 3.19 (Konkordanz-Ordnung) Seien C; und Cy n-Copulas. Wir sagen,
C1 ist kleiner als Cy (oder Cy ist grofer als C4 ), geschrieben Cy < Cy (oder Cy = C4),
falls

Cl (ll) S 02(11) und 61 (Ll) S 62(11)

fir alle uw € [0, 1] gilt.

Es handelt sich hierbei allerdings nicht um eine totale Ordnung, da sich nicht jedes Paar
von Copulas bez. dieser Ordnung vergleichen 1a8t.

4Der Grund fiir die Namensgebung der Ordnung wird in Kapitel 4 ersichtlich.



4 Abhangigkeit

In diesem Kapitel werden wir einige Moglichkeiten vorstellen, Abhéngigkeiten von Zu-
fallsvariablen zu messen. In der Praxis wird am héufigsten die lineare Korrelation als
Maf3 der Abhéngigkeit benutzt. Diese sollte allerdings nicht als kanonisches Maf3 der Ab-
héngigkeit verstanden werden, sondern vielmehr als eines unter vielen. Denn die lineare
Korrelation weist einige Nachteile auf, z. B. setzt sie immer endliche Varianzen voraus,
um definiert zu sein.! Dies ist aber nicht immer gegeben. Dennoch werden wir uns zu-
néchst einige grundlegende Eigenschaften der linearen Korrelation in Erinnerung rufen
und uns anschliefend mit Copula-basierten Maflen der Abhéngigkeit beschéftigen. Auch
in diesem Kapitel sei immer ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, 2, P) unterstellt, wenn wir
von Zufallsvariablen sprechen.

4.1 Lineare Korrelation

Definition 4.1 (Korrelationskoeffizient) Seien X undY Zufallsvariablen mit endli-
chen Varianzen 0%, 0% > 0. Dann ist der Korrelationskoeffizient von X und Y definiert

durch
Cov(X,Y)

Vokoy

wobei Cov(X,Y) die Kovarianz von X und 'Y ist.

p(X, Y) =

Die lineare Korrelation ist ein Maf$ fiir die affin-lineare Abhéngigkeit. Im Falle von un-
abhéngigen Zufallsvariablen X und Y gilt p(X,Y) = 0, da Cov(X,Y) = 0. Im Falle
perfekter linearer Abhéngigkeit, d.h. Y = aX + b f.s. oder P[Y = aX + 0] = 1 fiir
a € R\{0} und b € R, gilt p(X,Y) = £1. Im Falle nichtperfekter linearer Abhéngigkeit
gilt —1 < p(X,Y) < 1. Ferner erfiillt die Korrelation die Linearitéitseigenschaft

p(aX + B,7Y +0) = sgn(ay)p(X,Y),

mit «,y € R\{0},3,d € R. Somit ist die Korrelation invariant unter positiven affinen
Transformationen, d. h. streng monoton steigenden lznearen Transformationen.

Die Verallgemeinerung der Korrelation auf mehrere Zufallsvariablen ist zudem sehr
leicht. Wir betrachten die Zufallsvektoren X = (Xy,...,X,)und Y = (Y3,...,Y,). Dann

!Eine ausfiihrlichere Auseinandersetzung mit den Nachteilen der linearen Korrelation findet sich in
[EMS02].

35
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konnen wir alle paarweisen Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten in n x n-Matrizen
Cov(X,Y) und p(X,Y) zusammenfassen. Soweit die entsprechenden Varianzen endlich
sind, definieren wir

Cov(X,Y);; := Cov(X;,Y;) und
p(X,Y); ;= p(X;, Y) fir 1 <i,j <n.

Bekannterweise sind diese Matrizen symmetrisch und positiv semidefinit. Oftmals in-
teressieren wir uns nur fiir die paarweisen Korrelationen zwischen den Komponenten
eines einzigen Zufallsvektors X. In diesem Falle setzen wir Y = X und betrachten
p(X) := p(X,X) oder Cov(X) := Cov(X, X).

AuBlerdem kann die lineare Korrelation unter Linearoperationen leicht manipuliert
werden. Wir betrachten die affin-linearen Transformationen A: R” — R™, x +— Az + a
und B: R" — R™, x — Bz +bmit A, B € R™", a,b € R™. Seien X = (X1,...,X,)
und Y = (V3,...,Y,) Zufallsvektoren, dann erhalten wir

Cov(AX + a, BY +b) = ACov(X,Y)B".

Als Spezialfall erhalten wir die folgende elegante Beziehung zwischen Varianzen und
Kovarianzen eines Zufallsvektors X. Fiir jede Linearkombination a!X mit o € R" gilt

o2ix = a' Cov(X)a.

Somit ist die Varianz einer beliebigen Linearkombination vollstdndig durch die paarwei-
sen Kovarianzen zwischen den einzelnen Komponenten bestimmt. Diese Tatsache wird
gewOhnlich in der Portefeuille-Theorie ausgenutzt.

4.2 Komonotonie

Wie wir schon in Kapitel 3 kennengelernt haben, gilt fiir jedes n-Copula die Fréchet-
Hoeffding-Schranken-Ungleichung

W"(x) < C(x) < M"(x).

Im Falle n = 2 wissen wir zudem, daf§ die beiden Schranken W und M selbst wieder
Copulas sind. Ferner sind W und M die 2-dimensionalen Verteilungsfunktionen der
Zufallsvektoren (X, 1 — X) bzw. (X, X), wobei X ~ Uy, denn es gilt

Wi(zy,29) =P[X <2,1 = X < a5 und M (21, 29) = P[X <21, X < 9).

Wir sagen in diesem Falle, dafl W perfekte negative Abhdngigkeit und M perfekte positive
Abhingigkeit beschreibt. Dies wird im folgenden Satz, der aus [EMS02] und [WD9S]
hervorgeht, formalisiert.
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Satz 4.1 Sei (X,Y) ein Zufallsvektor, dann gelten die folgenden Aussagen:

1. W ist das Copula von (X,Y) <
es existieren zwei monotone Funktionen o, 3: R — R und eine Zufallsvariable Z,
so daf3 gilt:

<X7 Y) —d (Oé(Z>7ﬁ(Z>>7 ?

wobei o monoton steigend und 3 monoton fallend ist.

2. M ist das Copula von (X,Y) <
es existieren zwei monotone Funktionen o, B: R — R und eine Zufallsvariable Z,
so dafl gilt:

(X,Y) =a (2(2), 5(2)),

wobei o und 3 monoton steigend sind.

Beweis:

Zu 1: = Sei W das Copula von (X,Y), d.h. mit (3.13) gilt H(z,y) = max(F(z) +
G(y) — 1,0), wobei H, F und G so wie in Satz 3.13 gewiihlt sind.® Fiir ¢ € [0, 1]
und z > 0 gilt FY(g) < x & ¢ < F(x), fiir Y in gleicher Weise. Sei nun U
eine Uy -verteilte Zufallsvariable. Benutzen wir nun die obige Aquivalenzrelation,
so erhalten wir

(X,Y) =4 (FEVU), G0 (1 - U)) = (FCI(U), GV 0 g(U)) mit ga) = 1 — .

Somit folgt, daB & := F(Y monoton steigend und 8 := G~V o ¢ monoton fallend
ist.

,<"“ Nun sei (X,Y) =4 (a(Z),5(Z)) mit @ monoton steigend und § monoton
fallend vorausgesetzt. Wir definieren uns die Mengen

A :={Z € A} mit A :=a '(]—o0,2]) und
B':={Z € B} mit B := 37*(]—00,]).

Falls A’ N B’ # (), dann impliziert die Wahl von « als monoton steigend und 3 als
monoton fallend das Folgende:

P[A'U B = P[] = 1 = P[A] + P[B] — P[4’ N B].

Somit gilt P[A'NB’] = Pla(Z) < z,6(Z) < y] = F(2)+G(y)—1. Falls ANB' =0,
dann gilt F'(z) + G(y) — 1 < 0. Zusammengefafit erhalten wir also

H(z,y) = Pla(Z) < 2,8(Z) < y] = max(F(z) + G(y) — 1,0).

2Hierbei benutzen wir =4, um Gleichheit in Verteilung auszudriicken.
3Sollten F oder G nicht stetig sein, so dafl das Copula nicht eindeutig bestimmt ist, dann interpretieren
wir W als mogliches Copula. Gleiches gilt fiir M.
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Zu 2: = Sei nun M das Copula von (X,Y), d.h. mit den gleichen Bedingungen
wie oben gilt H(z,y) = min(F(z),G(y)). Sei U wieder eine Upi-verteilte Zu-
fallsvariable. Benutzen wir nochmals die obige Aquivalenzrelation, so erhalten wir
(X,Y) =4 (FEV(U),GEY(U). Somit sind o := FY und 3 := GV monoton
steigend.

,<=“ Sel (X,Y) =4 (a(Z),5(Z)) mit o und S monoton steigend vorausgesetzt.
Die Mengen A und B seien wie oben gewéhlt. Da nun « und  monoton steigend
sind, gilt entweder A C B oder B C A. Daraus folgt

H(z,y) =Pla(Z) <z,8(Z) <y|=P[Z € A, Z € Bl =min(P[Z € A],P[Z € B))
= min(Pla(Z) < 2], P[6(Z) < y]) = min(F(x), G(y)).

Damit ist alles gezeigt. U

Definition 4.2 (komonoton und antimonoton) Wir sagen, die Zufallsvariablen X
und Y sind komonoton (englisch: comonotonic), falls M das Copula von (X,Y) ist. X
und Y sind antimonoton (englisch: countermonotonic), falls W das Copula von (X,Y)
15t.

Sollten F' oder GG Unstetigkeiten aufweisen, vgl. Fufinote 3, so bezeichnen wir wiederum
M und W als mogliche Copulas. Sollten jedoch F' und G stetig sein, dann kénnen wir
die folgenden stéarkeren Beziehungen dieses Ergebnisses erkléaren:

C=W &Y =T(X) fs. mit T=G"Yo (1 - F) monoton fallend, und
C=M <Y =T(X) f.s. mit T = G o F monoton steigend.

Wihrend also die Korrelation die lineare Abhéngigkeit der Zufallsvariablen beschreibt,
haben wir hier die Mdglichkeit, beliebige monotone Relationen zwischen den Zufallsva-
riablen zu betrachten. Die Komonotonie kann daher als Erweiterung des Korrelations-
konzeptes angesehen werden. Aus finanzwirtschaftlicher Sicht bedeutet also Komonoto-
nie, daf sich zwei Risiken (die Zufallsvariablen), die komonoton sind, nicht gegenseitig
kompensieren kénnen.

4.3 Konkordanz

Im Folgenden bendétigen wir den Begrift der Konkordanz. Intuitiv ist ein Paar von Zu-
fallsvariablen X und Y konkordant, falls ,, grofle“ Werte von X mit ,, grolen Werten von
Y und ,kleine* Werte von X mit , kleinen“ Werten von Y assoziiert werden. Wir interes-
sieren uns also dafiir, ob die Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen X und Y positiv oder
negativ ist. Diese Beziehung werden wir in der folgenden Definition formalisieren.
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Definition 4.3 (konkordant und diskordant) Sei(X,Y) ein Zufallsvektor, und sei-
en (x1,y1), (z2,y2) zwei Realisationen von (X,Y). Wir sagen, (z1,y1) und (x2,ys) sind
konkordant, falls (x1 — x2)(y1 — y2) > 0 gilt. Die Realisationen (x1,y1) und (x2,y2) sind
diskordant, falls (zq1 — xa)(y1 — y2) < 0 gilt.

Alternativ konnen wir formulieren: (z1,y;) und (z2,¥2) sind konkordant, falls z; < z5
und y; < yo oder falls z1 > x5 und y; > y» gilt, und diskordant, falls x1 < x5 und y; > ¥
oder falls x1 > x5 und y; <y gilt.

Satz 4.2 Seien (X1,Y1) und (X, Y2) unabhdngige Vektoren von stetigen Zufallsvaria-
blen mit gemeinsamen Verteilungsfunktionen Hy bzw. Hy und denselben Randverteilun-
gen F (von X1 und X5) und G (von Yy und Ys). Seien Cy und Cy die Copulas von
(Xh)/l) bzw. (X27§/2>7 so dafs Hl(x7y) = Cl(F(.T), G(y)) und H2<m’y) = OQ(F(x)v G(y))
gilt. Q) bezeichne die Differenz zwischen den Wahrscheinlichkeiten fiir Konkordanz und
Diskordanz von (X1,Y1) und (Xo,Ys), d. h. Q ist gegeben durch

Q=P[(X, — X5)(Y1 = Ys) > 0] — P[(X; — X5)(Y1 — Y3) < 0. (4.1)

Dann gilt
Q = Q(Cl, CQ) =4 CQ(U, U) dCl<U,U) — 1. (42)

[0,1]?

Beweis: [ELMO01] Da die Zufallsvariablen stetig sind gilt P[(X; — X5)(Y: — Y2) < 0] =
1 — P[(X1 — X3)(Y1 — Y3) > 0]. Somit erhalten wir

Q = 2P[(X) — Xo)(¥i — Y2) > 0] — 1. (4.3)

Nun gllt zudem P[(Xl—X2)<Y1 —Yé) > 0] = P[Xl > XQ, Y: > }/2]+P[X1 < XQ, Y < YQ]
Diese beiden Wahrscheinlichkeiten kénnen wir bewerten, indem wir iiber die Verteilungs-
funktion von einem der beiden Vektoren (X7, Y;) oder (X, Ys) integrieren. Fiir die erste
Wahrscheinlichkeit erhalten wir somit

P[Xl > XQ,}/l > }/2] = P[XQ < Xl,}/2 < Yi]

_ /}R P[X; < 2,Y; < y]dCy(F(2), G(y))

2

_ / Ca(F(x), G(y)) dC1 (F (), G(y)).

Die Wahrscheinlichkeitsintegraltransformationen v = F(z) und v = G(y) liefern uns

P[Xl > X271/1 > }/2} = CQ(U,’U) dCl(U, ’U).
[0,1]
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Gleicherweise erhalten wir fiir die zweite Wahrscheinlichkeit
P < Xo Yy < Vi) = [ PIX > 0.3 > 1) (F(0). G(w)
= [ 1= F(@) = 6l) + Col ), G ACH (Pla). Glo)
= /[01]2[1 —u— v+ Cy(u,v)]dCy (u, v).

Nun ist C; die gemeinsame Verteilungsfunktion von Upyj-verteilten Zufallsvariablen U
und V', so dal E(U) = 1/2 = E(V) gilt. Dies liefert uns

1 1
P[X1<X2,Y1<1/2]:1—_—_+
2 2 [071}2

= / Cs(u,v) dCy (u, v).
[0,1]2

Cs(u,v) dC (u, v)

Zusammengefafit haben wir nun

P[(Xl — XQ)(Yi — }/2) > O] =2 CQ(U,U) dCl(U,U>.

[0,1]?

Dies eingesetzt in (4.3) liefert die Behauptung. O

Aufgrund von (4.1) wird @ auch als Konkordanz-Funktion bezeichnet. Einige wichtige
Eigenschaften von ) werden im folgenden Korollar zusammengefafit.

Korollar 4.3 Seien C, Cy und Q) so gewdhlt wie in Satz 4.2. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

1. Q ist symmetrisch in den Argumenten, d. h., es gilt Q(C1,Cq) = Q(Cy, Cy),

2. @ ist monoton steigend in jedem Argument, d. h., falls C; < C] und Cy < C4 fir
alle (u,v) € [0,1)%, dann gilt Q(Cy, Cy) < Q(C},CY),

3. Copulas in @ konnen durch survival copulas ersetzt werden, d.h. Q(Cy,Cy) =

Q(Chy, Cy).

Definition 4.4 (Konkordanz-Maf} [Sca84]) Ein reellwertiges Maf der Abhdingigkeit
Kk zwischen zwet stetigen Zufallsvariablen X und Y mit Copula C bezeichnen wir als
Konkordanz-MaB, falls es den folgenden Figenschaften gendigt:

1. K ist fiir beliebige Paare von stetigen Zufallsvariablen X und Y definiert,

2. —1 S RXYy S 1, Rx x = 1 und Rx-x = —1,
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3. Kxy = Ky,x,
4. falls X und 'Y unabhdngig sind, dann gilt kxy = Kk = 0,

5. Kixy = Kx—y = —Kxy,
6. falls Cy und Cy Copulas sind, so dafi Cy < Cy gilt, dann folgt ke, < Koy,

7. sei (Xy, Y )nen eine Folge von stetigen Zufallsvektoren mit Copulas C,,. Falls die
Folge (Cy)nen punktweise gegen C' konvergiert, dann gilt lim k¢, = Kc.

n—o0o

Die Tatsache, dal Konkordanz-Mafle das 6. Kriterium in Definition 4.4 erfiillen, ist ein
Grund dafiir, dal ,<* als Konkordanz-Ordnung bezeichnet wird.

4.4 Kendalls 7 und Spearmans p

In diesem Abschnitt stellen wir zwei wichtige MaBe der Abhéngigkeit (bzw. Konkordanz-
Mafe) vor, Kendalls 7 und Spearmans p. Neben den Grundeigenschaften werden wir auch
deren Beziehung zueinander untersuchen.

Definition 4.5 (Kendalls 7) Seien (X1,Y1) und (X2, Ys) zwei unabhingige und iden-
tisch verteilte Zufallsvektoren. Dann definieren wir Kendalls 7 durch

T(X1, Y1) = 7x, 0 = Pl(X5 = Xo)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X1 — X5) (Y1 — Y2) <0].  (4.4)

Somit ist Kendalls 7 einfach die Differenz zwischen der Wahrscheinlichkeit fiir Konkor-
danz und der Wahrscheinlichkeit fiir Diskordanz, vgl. (4.1).

Offensichtlich hiangt die Konkordanz-Funktion () nicht von den Randverteilungen ab.
Wir kénnen daher Kendalls 7 durch das zugrundeliegende Copula zweier Zufallsvariablen
X und Y ausdriicken, wie wir im folgenden Satz sehen werden.

Satz 4.4 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Dann ist Kendalls T
von X und Y gegeben durch

Txy =Tc = Q(C,C) = 4/ C(u,v)dC(u,v) — 1. (4.5)

[0,1]2
Beweis: Ein einfacher Vergleich von (4.1), (4.2) und (4.4) liefert die Behauptung. [

Bemerkung 4.1 Das Integral in (4.5) ist der Erwartungswert von C(U, V'), wobei U
und V' Up-verteilte Zufallsvariablen mit Copula C sind. Somit ist Kendalls 7 gegeben
durch 7 = 4 E¢(C(U,V')) — 1. Hierbei bezeichne E¢ den Erwartungswert bez. des durch
das Copula C' induzierten Wahrscheinlichkeitsmafles Pc.
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Definition 4.6 (Spearmans p) Seien (X1,Y1), (X2, Y2) und (X3,Y3) drei unabhdingi-
ge und identisch verteilte Zufallsvektoren. Dann definieren wir Spearmans p durch

ps(X1, Y1) = p%, v, = B(P(X, — Xa)(Yi — ¥3) > 0] = P[(X; — X5)(¥; — ¥3) < 0]). (4.6)

Somit ist Spearmans p proportional zur Differenz zwischen der Wahrscheinlichkeit fir
Konkordanz und der Wahrscheinlichkeit fir Diskordanz bez. der Zufallsvektoren (X1, Y1)
und (Xs,Y3).

Sei nun H die gemeinsame Verteilungsfunktion und C' das Copula der Zufallsvektoren
(X1,Y1), (Xo,Y2) und (X3,Y3), ferner seien F' und G die Randverteilungen. Die Zu-
fallsvektoren (X1,Y7) und (Xs,Y3) haben zwar dieselben Randverteilungen F' und G,
allerdings hat natiirlich (X7,Y]) die gemeinsame Verteilungsfunktion H(z,y), wiahrend
(X2,Y3) die gemeinsame Verteilungsfunktion F'(x)G(y) hat, da X5 und Y3 unabhéngig
sind. Daher ist das Copula von X, und Y3 auch II. Gleicherweise sind auch X3 und Y5
unabhéngig, so dafl wir anstelle von (X3, Y3) auch (X3, Ys) in (4.6) wéhlen konnten.
Wir wollen eine vielleicht intuitivere Definition [Sch03] von Spearmans p nachstellen.

Definition 4.7 (Spearmans p) Seien (X1,Y1), Xo und Ys unabhingige Zufallsvaria-
blen bzw. -vektoren. Es gelte X; ~ F und Y; ~ G fir i = 1,2, und es sei H die
gemeinsame Verteilungsfunktion von (X1,Y1). Dann ist Spearmans p proportional zur
Differenz zwischen der Wahrscheinlichkeit fiir Konkordanz und der Wahrscheinlichkeit
fiir Diskordanz bez. der Zufallsvektoren (Xi,Y1) und (Xo,Y3), d. h. es gilt

ps(X1,Y1) = p%, v, = B(P[(X: — Xo) (Vi — Y2) > 0] — P[(X; — Xo) (Vi — Y3) < 0]). (4.7)

Ebenso wie Kendalls 7 kénnen wir natiirlich auch Spearmans p zweier Zufallsvariablen
durch das zugrundeliegende Copula darstellen.

Satz 4.5 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Dann ist Spearmans p
von X undY gegeben durch

piy = po =3Q(C,II) = 12/

[0,1]2

wwdC(u,v) —3 = 12/ C(u,v)dudv — 3. (4.8)

[0,1]2

Beweis: Nach Definition 4.7 sind X5 und Y5 unabhéngig und haben somit das Copula
II(u,v) = wv. Mit Satz 4.2 und (4.7) erhalten wir

Py =3Q(C.1II) = 12/ uv dC/(u, v) — 3.

[0,1]2

Die Symmetrie, d.h. 12 f[o 12 U dC(u,v) — 3 = 12 f[o 2 C(u,v)dudv — 3, erhalten wir
mit dem 1. Teil von Korollar 4.3 und der Tatsache, da§ dIl(u,v) = dudv gilt. u
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Die Konstante ,3“ in (4.6) bzw. (4.7) und (4.8) dient der ,Normalisierung“. Dies wird
im folgenden Satz durch (4.9) verdeutlicht.

Satz 4.6 Sei C ein beliebiges Copula. Dann gilt

Beweis: Fiir das Copula C' gilt die Fréchet-Hoeffding-Schranken-Ungleichung W (u, v) <
C(u,v) < M(u,v). Wir betrachten nun Q(W,II) und Q(M,II) und erhalten mit (4.2)
das Folgende:

Q(I/V,H)zél/ uvdW(u,v)—1:4/01u(1—u)du—1:—1/3und

[0,1]2

o - [

[0,1]2

1
uvdM(u,v)—1:4/ u?du —1=1/3.
0

Mit der Fréchet-Hoeffding-Schranken-Ungleichung und Teil 2 von Korollar 4.3 erhalten
wir Q(W,II) < Q(C,II) < Q(M,II) und somit die Behauptung. O

Bemerkung 4.2 Auf analogem Wege wie im Beweis von Satz 4.6 zeigt man, dafl
Q(C, W) € [—1,0] und Q(C, M) € [0,1] fiir beliebiges Copula C' gilt. Die Spezialfil-
le QW, W) = -1, QUILII) = 0, Q(M,M) =1 und Q(W, M) = 0 lassen sich ebenso
zeigen. Q(C,C) € [—1,1] gilt natiirlich trivialerweise fiir beliebiges Copula C, da @ die
Differenz zwischen zwei Wahrscheinlichkeiten ist.

Bemerkung 4.3 Wir kénnen Spearmans p aus (4.8) auch als
po = 12/ [C(u,v) — uwv] dudv (4.10)
[0,1]2

umschreiben. Nun kann man p2 auch als Ma$ der ,,durchschnittlichen Distanz* zwischen
der Verteilung von X und Y (dargestellt durch C') und der Unabhéngigkeit (dargestellt
durch das Copula II) interpretieren.

In dem folgenden Korollar werden wir sehen, in welcher Beziehung Spearmans p zum
gewOhnlichen Korrelationskoeffizienten p steht.

Korollar 4.7 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C'. Es gelte X ~ F
und Y ~ G. Dann gilt

IOS(X7 Y) = pg{,Y = p(F(X), G(Y))a

wobei U = F(X) und V = G(Y') Uy -verteilte Zufallsvariablen mit Copula C' sind.
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Beweis: Sei also U = F(X) und V = G(Y). Mit Satz 4.5 erhalten wir

E —1/4
ps(X,Y):pé’}y:u/ ude’(u,v)—?,:lQE(Uv)_g,:L/.
| 0.2 1/12

Da U und V Uy -verteilte Zufallsvariablen sind, gilt E(U) = 1/2 = E(V) sowie o =
E(U?) —E(U)*=1/3—-1/4=1/12 = o}. Somit erhalten wir

E(UV)—1/4 EUV)-EU)EV) Cov(l,V)
1/12 B N - JoRol

was zu zeigen war. U

pS(X’Y) =

= :0<U7 V):

Satz 4.8 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Dann geniigen Ken-
dalls T und Spearmans p den 7 Eigenschaften in Definition 4.4 fiir ein Konkordanz-Maf.

Beweis: Fiir Kendalls 7 und Spearmans p folgen die Eigenschaften 1-6 in Definition 4.4
direkt aus den Eigenschaften von @ in Satz 4.2, Korollar 4.3 und Bemerkung 4.2. Die
Eigenschaft 7 folgt aus der Tatsache, daf§ die Lipschitz-Bedingung in Satz 3.6 bzw.
Satz 3.21 gleichméBige Stetigkeit der Copulas impliziert, so dal (C),)nen gleichméBig
gegen C' konvergiert. O

Mit Satz 4.6 und Bemerkung 4.2 folgt leicht, daB fiir zwei stetige Zufallsvariablen X und
Y mit Copula C zum einen C = M = 7¢ = p2 = 1 und zum anderen C =W = 70 =
p2 = —1 gilt. Wie wir im folgenden Satz sehen werden, gilt auch die Umkehrung.

Satz 4.9 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Bezeichne k entweder
Kendalls T oder Spearmans p. Dann gelten die beiden folgenden Aussagen:

1. k(X,)Y)=1< C=M,
2 K(X,Y)=—-1& C=W.
Fiir den Beweis siche [EMS02].

Bemerkung 4.4 Da Kendalls 7 und Spearmans p in Termen des Copulas, welches
invariant unter streng monoton steigenden Transformationen der Zufallsvariablen ist,
dargestellt werden konnen, sind diese auch invariant unter streng monoton steigenden
Transformationen der Zufallsvariablen.

Die beiden folgenden Sétze und das daraus resultierende Korollar zeigen, in welcher Be-
ziehung Kendalls 7 und Spearmans p zueinander stehen, indem allgemeine Ungleichungen
fiir diese beiden Konkordanz-Mafle angegeben werden. Fiir die Beweise der Sétze sei auf
die Arbeit von Nelsen [Nel99] verwiesen, der wiederum die Beweise aus [Kru58| adaptiert
hat.



4 Abhéangigkeit 45

Satz 4.10 Seien (X1,Y1), (Xa, Y2) und (X3, Ys) drei unabhdngige und identisch verteilte
Zufallsvektoren. Kendalls T und Spearmans p seien so definiert wie in (4.4) bzw. (4.6).
Dann gilt

—1< 3 — 205,y < 1. (4.11)

Satz 4.11 Mit denselben Voraussetzungen wie in Satz 4.10 gilt

2
1 +p§(1,Y1 > 1 +TX17Y1 (412)
2 - 2
und ,
S
1 _p2X1,Y1 Z (1 _72—X1,Y1) ) (413)

Kombinieren wir nun (4.11), (4.12) und (4.13), so erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 4.12 Mit denselben Voraussetzungen wie in Satz 4.10 gilt

3 -1 1427 — 72
TXl’le < p§(1,Y1 < X1,§2’1 X1,1 f’[i?” X >0 (4.14)
und
Tox + 2Ty — 1 s L+3mx v .
2 S Pxin S f fUT TX,,Y1 <0. (415)

4.5 Tail-Abhangigkeit

Das Konzept der Tail-Abhingigkeit* zielt darauf ab, die Abhéngigkeit im Tail des oberen
bzw. unteren Quadranten der gemeinsamen Verteilungsfunktion zu erkldren. Im Gegen-
satz zu Kendalls 7 und Spearmans p, welche ein Maf fiir die globale Abhéngigkeit sind,
stellen die obere und untere Tail-Abhéngigkeit ein lokales Mafl der Abhéangigkeit dar,
in dem Sinne, daf} sie nur fiir uns interessante Gebiete (die oberen und unteren Qua-
dranten) definiert sind. Wir interessieren uns also fiir das Mafl der Abhéngigkeit zweier
Zufallsvariablen in bezug auf deren Tail-Verhalten, d.h. fiir ein Szenario, in dem die
Zufallsvariablen extreme Werte annehmen.

Die Tail-Abhéngigkeit ist ein asymptotisches Mafl zweier Zufallsvariablen. Falls die
Randverteilungen der Zufallsvariablen stetig sind, dann ist die Tail-Abhéngigkeit genau-
so wie Kendalls 7 und Spearmans p auch eine Copula-Figenschaft und somit invariant
unter streng monoton steigenden Transformationen der Zufallsvariablen.

4Wir koénnten auch ,,Tail“ als ,,Schwanz oder ,Flanke“ iibersetzen, allerdings ist der Autor der Auf-
fassung, dafl man nicht zwingenderweise alle englischen Fachausdriicke zu {ibersetzen habe. Vielleicht
sollten wir sogar konsequenterweise ,, Tail dependence” anstelle von , Tail-Abhingigkeit* verwenden.
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Definition 4.8 (obere und untere Tail-Abhéngigkeit) Seien X und Y stetige Zu-
fallsvariablen mit Copula C. Es gelte X ~ F und Y ~ G. Dann definieren wir den
Koeffizienten Ay der oberen Tail-Abhéngigkeit durch

Av = Tim PlY > GV (u) | X > FEY(u)],? (4.16)

vorausgesetzt der Grenzwert Ay € [0, 1] existiert. Falls \y € 10,1] gilt, dann sagen wir,
X und Y sind asymptotisch abhéngig im oberen Tail. Falls Ay = 0 ¢ilt, dann sind X
und Y asymptotisch unabhéngig im oberen Tail. Mit dem zugrundeliegenden Copula C
lafst sich der Koeffizient \y darstellen als

1 -9
Ay = lim C0 ) gy L= 204 Clu,u)
ull 1 —u ull 1—u

, (4.17)

wobei natiirlich C(u,v) = 1—u—v+C(u,v) die uns bereits bekannte gemeinsame survival
function bezeichnet. Den Koeffizienten \; der unteren Tail-Abhéangigkeit definieren wir
gleicherweise durch
A i=lim Py < G () | X < FEY(u)), (4.18)
falls der Grenzwert existiert. In diesem Falle sagen wir, X und Y sind asymptotisch
abhéngig im unteren Tail, falls A\, € ]0,1], und asymptotisch unabhéngig im unteren
Tail, falls A\, = 0 gilt. Das zugrundeliegende Copula C' liefert uns
C
Ay = lim S0 (4.19)

u|0 u

In der Extremwerttheorie wird von den Koeffizienten Ay und Ap ausgiebig Gebrauch
gemacht, um die Eigenschaft zu beschreiben, dafl die eine Variable extreme Werte an-
nimmt, unter der Voraussetzung, daf§ die andere extreme Werte annimmt.

Bemerkung 4.5 Rufen wir uns noch einmal fiir zwei Up-verteilte Zufallsvariablen U
und V' und deren Copula C' sowie deren survival copula C' sowie deren gemeinsame
survival function C' die Gleichung C(u,v) =1 —u — v + C(u,v) = C(1 —u,1 — v) in
Erinnerung. Dann folgt

_ Bl 1 ~
lim Cu,u) = lim o Y u) = lim 70(% u)7
ull 1 —wu ull 1—wu ul0 U

so daf der Koeffizient der oberen Tail-Abhéingigkeit von C' gleich dem Koeffizienten
der unteren Tail-Abhéngigkeit von C' ist. Gleicherweise ist der Koeffizient der unteren
Tail-Abhéngigkeit von C' gleich dem Koeffizienten der oberen Tail-Abhéngigkeit von C.

Es sei angemerkt, daf8 es sich bei G~ (u) um den Value-at-Risk VaR,(Y) und bei F~Y(u) um
VaR, (X) handelt, da u € [0,1], auch wenn man gewthnlich « anstelle von u benutzt.
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4.6 Quadranten-Abhangigkeit

Eine sehr aktuelle Abhingigkeitseigenschaft zweier Zufallsvariablen ist der ,Mangel an
Abhéngigkeit® bzw. das ,,Fehlen von Abhéangigkeit®, was gleichbedeutend mit Unabhén-
gigkeit ist. Daher ist es sinnvoll, die Abhéingigkeit zweier Zufallsvariablen mit der Unab-
héangigkeit von Zufallsvariablen zu vergleichen, d. h. wir interessieren uns dafiir, wie sich
die Zufallsvariablen gegeniiber der Annahme, als wéren sie unabhéngig, verhalten. Wir
werden zudem sehen, dafl die Quadranten-Abhéangigkeit auch eine Copula-Eigenschaft
ist und somit invariant unter streng monoton steigenden Transformationen.

Definition 4.9 (PQD [Leh66]) Seien X und Y Zufallsvariablen. Wir sagen, X und
Y haben eine positive Quadranten-Abhéngigkeit oder sind PQD (positively quadrant
dependent), falls fiir alle (x,y) € R? das Folgende gilt:

PIX <,V <y] > P[X <z]P[Y <y. (4.20)

Wir schreiben kurz PQD(X,Y).

Sei nun C' das Copula und H die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y. Wie
wir bereits wissen, gilt H(z,y) = 1—F(z) —G(y) + H(z,y) sowie F/(v) = 1 — F(z) sowie
G(y) =1 — G(y). Somit ist (4.20) dquivalent zu

PIX >z,Y >y| > P[X > z|P]Y >y (4.21)
und zu
H(z,y) > F(z)G(y) fiir alle (z,y) € R? (4.22)
sowie zu
C(u,v) > uo fiir alle (u,v) € [0, 1]>. (4.23)

X und Y sind also nach (4.20) und (4.21) PQD, falls die Wahrscheinlichkeit, daf sie
gleichzeitig kleine (oder grofie) Werte annehmen, mindestens so grof ist, als wéren sie
unabhingig. Die Ungleichungen (4.22) und (4.23) besagen, daf} die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion H sowie deren Copula C' PQD sind.

Indem wir die Bedeutung der Ungleichungen (4.20)—(4.23) umkehren, erhalten wir
die analoge Definition der negativen Quadranten-Abhdngigkeit. Wir schreiben dann
NQD(X,Y) (negatively quadrant dependent). X und Y sind demnach NQD, falls die
Wahrscheinlichkeit, daf sie gleichzeitig kleine (oder grofie) Werte annehmen, hichstens
so grof3 ist, als wéren sie unabhéngig. Dies bedeutet, dafl grole Werte der einen Zufalls-
variablen zu kleinen Werten der anderen Zufallsvariablen tendieren, und umgekehrt.

Ungleichung (4.23) besagt, dafl der Graph des Copulas C' entweder auf dem Graphen
oder oberhalb des Graphen des Produkt-Copulas II liegt, falls X und Y PQD sind. Falls
X und Y NQD sind, dann liegt der Graph von C' auf dem Graphen oder unterhalb des
Graphen von II. Rufen wir uns noch einmal die Abbildung 3.3 des Produkt-Copulas II
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4 Abhéangigkeit

Abbildung 4.1: Der von M und II erzeugte Dreiflichner.

Abbildung 4.2: Der von W und II erzeugte Dreiflichner.

Abbildung 4.3: Der von M und W erzeugte Vierflachner.
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in Erinnerung und zudem die Abbildungen 3.1 und 3.2 der oberen und unteren Fréchet-
Hoeffding-Schranken M und W. Fassen wir nun die von uns gewonnenen Ergebnisse
zusammen, so lassen sich diese in den Abbildungen 4.1 und 4.2 verdeutlichen. In Ab-
bildung 4.1 sind die Graphen von M und II in einem Einheitswiirfel zusammengefafit,
welche nun einen Dreiflachner erzeugen. Falls also ein Copula PQD ist, dann ,,verschwin-
det” sein Graph in diesem Dreiflichner. Ebenso sind in Abbildung 4.2 die Graphen von
W und II in einem Einheitswiirfel zusammengefafit, welche ebenfalls einen Dreifléichner
erzeugen. Somit ,verschwindet“ der Graph eines Copulas in diesem Dreiflichner, falls
das Copula NQD ist.

Diese beide Dreiflichner teilen somit den Bildbereich des Graphen eines Copulas,
dargestellt durch den von M und W erzeugten Vierflachner in Abbildung 4.3 (=Abbil-
dung 3.4), in zwei Regionen auf. Die eine Region, dargestellt in Abbildung 4.1, ,beher-
bergt” somit gewissermaflen die Copulas der positiven Quadranten-Abhéangigkeit, wo-
hingegen die andere Region, dargestellt in Abbildung 4.2, die Copulas der negativen
Quadrantenabhéngigkeit ,,beherbergt®.

In bezug auf die Konkordanz-Ordnung (siehe Definition 3.19) ist Ungleichung (4.23)
dasselbe wie C' > II, d. h. C' ist grofer als II. Die Konkordanz-Ordnung wird daher auch
oftmals ,mehr PQD“-Ordnung genannt.

Der folgende Satz liefert eine Folgerung fiir die Beziehung zwischen Kendalls 7 und
Spearmans p, falls die zugrundeliegenden Zufallsvariablen PQD sind.

Satz 4.13 Seien X undY stetige Zufallsvariablen mit Copula C und gemeinsamer Ver-
teilungsfunktion H sowie den Randverteilungen F' und G. Bezeichne Txy Kendalls T und
p%y Spearmans p. Falls X und Y PQD sind, dann gilt

3Txy = pyy > 0. (4.24)

Beweis: Es gilt Q(II,II) = 0. Nun ist C' PQD nach Voraussetzung, so dafl (4.23) gilt.
Zweimaliges Anwenden des 2. Teils von Korollar 4.3 auf Q(II, IT) liefert uns Q(C,C) >
Q(C,1I) > Q(II, IT). Multiplizieren wir dann diese Ungleichungskette mit dem Faktor 3,
so erhalten wir die Behauptung. ]

Bemerkung 4.6 Obwohl die Quadranten-Abhéngigkeit eine globale Eigenschaft ist, da
(4.22) fiir alle (z,y) € R? und (4.23) fiir alle (u,v) € [0,1]* gelten muf}, konnen wir
durchaus an eine lokale Eigenschaft dieser Ungleichungen denken, und zwar im folgenden
Sinne: Fiir die Paare (z,y) € R?, bei denen H(z,y) — F(z)G(y) > 0 gilt, sind X und Y
lokal PQD, wohingegen bei den Paaren (z,y) € R?, bei denen H(x,y) — F(x)G(y) < 0
gilt, X und Y lokal NQD sind. Gleicherweise sind X und Y lokal PQD bei den Paaren
(u,v) € [0,1]?, fiir die C'(u, v)—uv > 0 gilt, und lokal NQD bei den Paaren (u,v) € [0, 1]?,
fur die C'(u,v) —uv < 0 gilt. Wenn wir uns nun (4.10) in Erinnerung rufen, dann 148t
sich Spearmans p darstellen als

P = 12/ [C(u,v) — uwv] dudv.
[0,1]2
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Dann kénnen wir p2 bzw. p2/12 als ,durchschnittliche* Quadranten-Abhéngigkeit (po-
sitiv oder negativ) fiir Zufallsvariablen mit Copula C' interpretieren.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts stellen wir die in den vorangegangenen Abschnitten
erklarten Begriffe Komonotonie, PQD, Kendalls 7 und Spearmans p zueinander in Be-
ziehung.

Korollar 4.14 Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Dann gilt die
folgende Implikationskette:

X und Y sind komonoton = X undY sind PQD = 7xy >0, pf(yy >0. (4.25)

Beweis: Die Komonotonie besagt, dal X und Y das Copula M haben. Nun ist immer
M (u,v) > T(u,v) = uo fiir alle (u,v) € [0,1]%, so dafl (4.23) gilt. Daraus folgt die erste
Implikation. Die zweite Implikation folgt mit Satz 4.13. O

Bemerkung 4.7 Wie wir bereits in Satz 4.9 gesehen haben, gilt sogar ¢' = M <
Txy = 1, p%y = 1. Allerdings 148t sich fiir PQD keine Aquivalenz einbringen. Nimmt
man PQD hinzu, 148t sich also nur die in (4.25) abgeschwiichte Implikationskette zeigen.

Im Sinne der Implikationskette (4.25) kann man demnach die Komonotonie als ,,stérkste®
Konkordanz bzw. positive Abhéngigkeit bezeichnen.

4.7 Abhangigkeit im n-Dimensionalen

In diesem Abschnitt werden wir kurz darauf eingehen, inwieweit sich einige Abhéngig-
keitskonzepte der vorangegangenen Abschnitte auf den n-dimensionalen Fall verallge-
meinern lassen.’

Die Komonotonie 148t sich nicht ohne weiteres aufs n-Dimensionale erweitern, da fiir
n > 3 die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W™ kein n-Copula ist. Somit wird uns die
Moglichkeit genommen, die Antimonotonie zu definieren.

Wie sieht es nun mit der Konkordanz und den daraus resultierenden Konkordanz-
Maflen, Kendalls 7 und Spearmans p, aus? Betrachten wir dazu zwei Realisationen
x = (z1,...,2,) und y = (y1,...,yn) eines Vektors X = (Xi,...,X,,) von stetigen
Zufallsvariablen. Dann 148t sich die Konkordanz wie folgt verallgemeinern: Wir sagen,
x und y sind konkordant, falls fiir alle ¢ # j die Paare (z;,z;) und (y;,y;) konkordant
sind (vgl. Definition 4.3). Allerdings 148t sich die Diskordanz fiir n > 3 nicht verallge-
meinern, denn falls z. B. (x1, z2) und (y1,y2) sowie (xq,x3) und (y2,y3) diskordant sind,
dann miissen zwangsldufig (x1,x3) und (y;,y3) konkordant sein. Daher machen wir nun

5Es sei angemerkt, daf8 wir nur einige ausgewihlte Moglichkeiten der Erweiterung aufs n-Dimensionale
vorstellen. In der Literatur sind eine Vielzahl von Varianten zu finden, auf die wir hier nicht in ihrer
Génze eingehen konnen.
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den in [Nel02] zu findenen Ansatz, die Wahrscheinlichkeit fiir Konkordanz isoliert zu be-
trachten im Gegensatz zur Differenz zwischen den Wahrscheinlichkeiten fiir Konkordanz
und Diskordanz.

Satz 4.15 Seien X; = (X1q,...,X1,) und Xo = (X, ..., Xa,) unabhingige Vektoren
von stetigen Zufallsvariablen mit n-dimensionalen Verteilungsfunktionen Hy bzw. Hy und
denselben Randverteilungen Fy (von X1, und Xs,), ..., F, (von X1,, und X, ). Seien Cy
und Cy die n-Copulas von Xy bzw. Xa, so daff Hi(xq,...,x,) = CL(Fi(z1),. .., Fu(z,))
und Ho(xy,...,x,) = Co(Fy(21), ..., Fn(zy,)) gilt. Q. bezeichne die Wahrscheinlichkeit
fir Konkordanz zwischen Xy und Xs, d. h., Q) ist gegeben durch

Q,, = P[Xy > Xo] + P[X; < Xy, (4.26)

Dann gilt

Q, = Q,(C1,Cy) = Cy(u) dCy (u) + Ci(u) dCy(u)

[0,1]" [0,1]™

(4.27)
:/[(]l]n[CQ(u)+62(u)] dC; (u).

Beweis: Fiir den linken Summanden in (4.26) gilt

PIX; > Xyo] = P[Xy < Xy] = P[Xy; < Xiy,. ., Xop < Xy

P[Xo) <q,..., X5, <x,]dCi(Fi(x1), ..., Fo(zn))

I
T

- /]R Co(Fy(z1), ., Fuln)) dCy(Fy (1), . - ., Fu(,))-

Die Wahrscheinlichkeitsintegraltransformationen uy = Fy(z1), ..., u, = F,(x,) liefern
uns

PX; > X,] = / Cy(u) dCy(u).

[0,1]"
Gleicherweise erhalten wir fiir den rechten Summanden in (4.26)
P[Xl < XQ] = / C’l(u) dCQ(u)
[0,1]"
Dieses Resultat konnen wir aber auch folgendermafien darstellen:

P[X; < Xo] = P[Xy > Xy = P[Xo; > Xiy, ..., Xop, > X,

.

[(Xop > x1,. .., Xoy > 2, ) AC (Fy (1), . . ., Fr(24))

n

o(F1(21), ..., Fo(z,)) dCy (Fy (1), - . ., F(z))

~

2(1 - F1<I'1), ceey 1-— Fn<xn)) dCl(Fl(ZL‘l), ey Fn<xn))

n

I
—r—
)

n
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Mit den Wahrscheinlichkeitsintegraltransformationen wie oben erhalten wir dann

P[Xl <X2]:/ 52(1—uh...,l—un)dC’l(ul,...,un)

[0,1]"
= 62(11) dCl (u)
[0,1]™

Damit ist alles gezeigt. U

Wir sind nun in der Lage, ein n-dimensionales Analogon zu @ aus (4.2) fiir stetige
Zufallsvektoren X; und Xy mit n-Copulas C; bzw. Cy als lineare Funktion von Q! zu
definieren. Wir bezeichnen dieses mit @),,, und es ist gegeben durch

1
Qn(Cr, Co) = 5= (2771 Q0(C1, Co) — 1), (4.28)
Diese Definition ergibt sich aus der Tatsache, da§ Q) (M™, M™) = 1, Q,(M",1I") =
2/(n + 1) und Q, (I1",11") = 1/2" ' gilt. Denn somit folgt Q,(M™ M") = 1,

Qn(T1",T1") = 0 und Q, (M, TI") = 2l

Definition 4.10 (Kendalls 7 und Spearmans p im n-Dimensionalen) Es sei X
ein stetiger Zufallsvektor mit n-Copula C'. Dann ist Kendalls T gegeben durch
1
- [0,1]"

und Spearmans p durch

s _(n—l—l)(?”‘l—l)
e = on T (ny1)

Qn(C,II")

::§;£%%%;T5{Tl1/;HJH”QQ%—ﬁHQQMMXu)—]} (4.30)
_ % {2"1 /[0 e+ C(w)] dIT* (u) — 11 .

Betrachten wir nun, inwiefern sich die Quadranten-Abhéngigkeit verallgemeinern l&8t.
Dazu sei zunéchst erwihnt, dafi es sich im n-Dimensionalen fiir n > 3 anstelle von
Quadranten um Orthanten handelt.

Definition 4.11 (PLOD, PUOD, POD) Sei X = (Xi,...,X,,) ein Zufallsvektor.
Dann definieren wir das Folgende:

1. X hat eine positive untere Orthanten-Abhéngigkeit oder ist PLOD (positively
lower orthant dependent), falls fiir alle x € R™ das Folgende gilt:
PIX <x] > [[PIXi < xil. (4.31)

i=1
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2. X hat eine positive obere Orthanten-Abhéngigkeit oder ist PUOD (positively up-
per orthant dependent), falls fir alle x € R™ das Folgende gilt:

i=1

3. X hat eine positive Orthanten-Abhéngigkeit oder ist POD (positively orthant
dependent), falls fir alle x € R™ sowohl (4.31) als auch (4.32) gilt.

Indem wir die Bedeutung der Ungleichungen (4.31) und (4.32) umkehren, erhalten wir die
analogen Definitionen der unteren negativen Orthanten-Abhéngigkeit NLOD), der oberen
negativen Orthanten-Abhéngigkeit NUOD und der negativen Orthanten-Abhéngigkeit
NOD.

Fiir n = 2 sind (4.31) und (4.32) dquivalent zu (4.20) und (4.21). Daraus folgt, da8
PLOD und PUOD fiir n = 2 zueinander dquivalent sind. Fiir n > 3 gilt dies i. a. jedoch
nicht, wie uns das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.1 Sei X ein 3-dimensionaler Zufallsvektor, der die vier Werte (1,1,1),
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/4 annimmt.
Dann ist X PUOD, aber nicht PLOD, denn wir haben zum einen P[X < 0] = 0, wih-
rend P[X; < 0] P[X» < 0] P[X3 < 0] = 1/8 ist.

Sei nun H die n-dimensionale Verteilungsfunktion von X und Fi, ..., F, die stetigen
Randverteilungen sowie C' das n-Copula, dann ist (4.31) dquivalent zu

H(zq,...,2,) > Fi(x1) - Fy(z,) fiir alle x € R"
sowie zu
C(u) > II"(u) fiir alle u € [0,1]™.

Und gleicherweise ist (4.32) dquivalent zu
H(zy,...,20) > Fi(21) - Fp(z,) fiir allex € R"

sowie zu o B
Clu) > (u) = (1 —u)--- (1 —uy,) fiir alle u € [0,1]".

Wir haben nun eine Auswahl an Méglichkeiten gesehen, wie man die Abhédngigkeitskon-
zepte aufs n-Dimensionale verallgemeinern kann. Dennoch wollen wir diesen Abschnitt
und damit dieses Kapitel mit einer noch offenen und vielleicht richtungsweisenden Frage
beenden. Kénnen wir eine Definition fiir ein n-dimensionales Konkordanz-Mafl formulie-
ren, welches vergleichbare Eigenschaften zu denen aus Definition 4.4 hat?
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5.1 Archimedische Copulas

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer sehr wichtigen Klasse von Copulas,
den archimedischen Copulas. Diese Copulas finden vor allem Anwendung in der Finanz-
wirtschaft und im Versicherungswesen. Dafiir sprechen viele Griinde. Es ist leicht, diese
Copulas zu konstruieren, eine Vielzahl von Copula-Familien gehoren zu dieser Klasse,
und sie besitzen zudem sehr schone Eigenschaften.

5.1.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften
Dieser Abschnitt ist zum grofiten Teil an [Nel99] angelehnt.

Definition 5.1 (Pseudo-Inverses) Sei ¢: [0,1] — [0, 00] eine stetige streng monoton
fallende Funktion mit ¢(1) = 0. Dann definieren wir das Pseudo-Inverse von ¢ durch
die Funktion o'~ mit Definitionsbereich Dom !~ = [0, o] und Bildbereich Ran =1 =

0, 1] mittels
L )1, 0<t
¢ (ﬂ—{u 5(0)

wobei 0=t das gewdhnliche Inverse bezeichne.

‘pg(o)’ (5.1)

<
<t < oo,

Wir halten fest, daB ¢~ stetig und monoton fallend auf [0, cc] und streng monoton
fallend auf [0, »(0)] ist. Weiterhin gilt ¢!~ (¢(u)) = u fiir alle u € [0, 1] und
t, 0<t<p0),

o (p7(1)) = {90(0), £(0) < t < oo,
= min (¢, (0)) .

Falls nun ¢(0) = oo, dann gilt natiirlich o[~ = ¢

Lemma 5.1 Sei ¢: [0,1] — [0,00] eine stetige streng monoton fallende Funktion mit
©(1) = 0, und sei p= das durch (5.1) definierte Pseudo-Inverse von . Die Funktion
C': [0,1]2 — [0,1] sei gegeben durch

C(u,v) = o= (p(u) + ¢(v)) . (5.2)
Dann geniigt C den Figenschaften (3.3) und (3.4) fir ein Copula.

54
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Beweis: Eigenschaft (3.3) erhalten wir mit (5.1) durch C(u,0) = @™ (p(u) + ¢(0)) =
0, da p(u) + 9(0) = t > (0), und (3.4) durch C(u,1) = oIV (p(u) + (1)) =
o= (p(u)) = u. Gleicherweise zeigen wir C'(0,v) = 0 und C(1,v) = v. O

Das folgende Lemma liefert uns eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Quasi-Monotonie der Funktion C' in (5.2).

Lemma 5.2 Seien ¢, ¢l und C so gewdhlt wie in Lemma 5.1. C' ist dann und nur
dann 2-dimensional steigend, falls fir alle v € [0,1] und u; < uy das Folgende gilt:

C(ug,v) — C(u,v) < ug — uy. (5.3)

Beweis:

»,= Sei C' 2-dimensional steigend, d. h. Viz(B) > 0 fiir alle Rechtecke B mit Eckpunkten
in Dom C. Nun ist (5.3) dquivalent zu Vi ([ug, ug] X [v,1]) > 0. Damit folgt die
Behauptung.

,<="* C geniige nun (5.3). Seien vy, vy € [0, 1] so gewihlt, dal v; < vy gilt. Weiterhin gilt
die Beziehung
C(O,UQ) =0 < (%1 < Vo = C(l,Ug). (54)

Mit (5.4) und der Stetigkeit von C' (¢ und ¢l~1 sind stetig) folgt nun, daB ein
t € [0, 1] existiert, so dal die folgende Aquivalenz gilt:

Clt,va) =v1 & o (p(t) + () =v1 & @(v2) +@(t) = (v1).  (5.5)

Mit (5.5) erhalten wir

C(ug,v1) — C(ug,v1) = 7 (p(uz) + (1)) — oY (p(ur) + o(v1))

= o (p(uz) + p(v2) + (1)) — @ (p(w) + p(v2) + (1))
=C (C(Ug, UQ), t) - C (C’(ul, UQ), t)
S C(Ug, 1)2) — C(Ul, UQ),

so dafl C' 2-dimensional steigend ist.

Wir sind nun in der Lage, die Kernaussage dieses Abschnittes zu formulieren.

Satz 5.3 Seien ¢, !™Y und C' so gewdhlt wie in Lemma 5.1. C ist dann und nur dann
ein Copula, falls ¢ konver ist.



5 Spezielle Copulas 56

Beweis: [Nel99] In Lemma 5.1 haben wir bereits gezeigt, dafi C' den Eigenschaften (3.3)
und (3.4) fiir ein Copula gentigt. Als Folge von Lemma 5.2 miissen wir nun nur noch
zeigen, daf (5.3) dann und nur dann gilt, falls ¢ konvex ist. Wir halten fest, dafl ¢ dann
und nur dann konvex ist, falls !~ konvex ist. Weiterhin ist (5.3) dquivalent zu

ur + o (p(uz) +9(0)) < uz+ Y (p(w) + 0(v))
fiir uy < wg. Setzen wir a = p(uy), b = ¢(uz) und ¢ = p(v), dann ist (5.3) dquivalent zu
Pl (@) + b+ o) < () + o (a + o), (5.6)
wobei a > b und ¢ > 0 gilt.

,=“ Es gelte nun (5.3), d.h., ¢[=! geniigt (5.6). Wir wihlen s,¢ € [0,00], so dal 0 <
s < t gilt. Setzen wir a = (s+t)/2, b= s und ¢ = (t—s)/2 in (5.6) ein, so erhalten

WIr
[—1] s+t [—1] t—s < [~1] (1] s+t t—s
@ ( 5 )+90 (8+—2 <o)+ T

s+t _n(stt _ _
2o () 4o (15 < e +

2
-1 -1
I E=) PEACEEAL)

1]

Aus der Stetigkeit von ¢[=1 folgt, daBl o= und somit auch ¢ konvex ist.

,<"“ Sei nun ¢l~Y konvex. Seien a,b,c € [0,1] fest gewihlt, so dal @ > b und ¢ > 0
gilt. Wir setzen v = (a — b)/(a — b+ ¢), so dal a = (1 — )b + v(a + ¢) und
b+c=7v+ (1 —)(a+c) gilt. Dann ist

e (a) < (1= 7)1 (B) + vl (a+ c)

und
b+ ¢) < 4l (b) + (1= el (a +¢).

Addieren wir diese beiden Ungleichungen, so erhalten wir (5.6). Damit ist alles
gezeigt.

g

Definition 5.2 (archimedische Copulas und Erzeuger) Copulas der Form (5.2)
nennen wir archimedische Copulas. Die Funktion ¢ heifit ein Erzeuger des Copulas.
Falls (0) = oo gilt, dann sagen wir, ¢ ist ein strenger Erzeuger. In diesem Falle gilt
auch o= = o= und wir nennen dann C(u,v) = ¢~ (o(u) + ¢(v)) ein strenges ar-
chimedisches Copula.
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Bemerkung 5.1 Um genau zu sein, handelt es sich bei ¢ um einen additiven Erzeuger
von C. Falls wir A\(t) = ¢ #® und AU(¢) = o1 (= 1Int) setzen, dann gilt C(u,v) =
AT (A (w)A (), so daB A ein multiplikativer Erzeuger ist. Im Folgenden werden wir uns
allerdings in erster Linie mit additiven Erzeugern beschéftigen.

Der folgende Satz beschreibt einige algebraische Eigenschaften von archimedischen Co-
pulas.

Satz 5.4 Sei C' ein archimedisches Copula mit einem FErzeuger ¢. Dann gelten die fol-
genden Eigenschaften:

1. C ist symmetrisch in den Argumenten, d.h., es gilt C(u,v) = C(v,u) fir alle
u,v € [0,1],

2. C ist assoziativ, d. h., es gilt C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)) fir alle u,v,w € [0,1],
3. fiir eine Konstante ¢ > 0 ist cyp auch ein Erzeuger von C.
Beweis:

Zu 1: Dies folgt direkt aus (5.2) und (5.5).

Zu 2: Es gilt

= (v) + p(w))
= o7 (p(u) + @l (V) + p(w))))
= C(u,C(v,w))

Zu 3: Dies folgt aus (5.2) und der Tatsache, da8 die Konvexitat erhalten bleibt.

g

Betrachten wir den diagonalen Schnitt (vgl. Definition 3.8) eines archimedischen Copulas
Sc(u) = o1 (2p(u)), dann gilt wegen @[~ (p(u)) = w fiir alle u € [0, 1] und der streng
fallenden Monotonie von ¢=1 auf [0, p(0)], daB c(u) < wu fiir alle u € ]0, 1[. Diese
Eigenschaft und die Assoziativitdt charakterisieren archimedische Copulas, wie wir im
folgenden Satz sehen werden, dessen Beweis in [Lin65] zu finden ist.

Satz 5.5 Sei C' ein assoziatives Copula, so daff 0c(u) < u fir alle w € ]0,1[ gilt. Dann
st C' ein archimedisches Copula.
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Wir werden nun im Folgenden den Ursprung der Namensgebung fiir archimedische Co-
pulas darlegen. Rufen wir uns das archimedische Axiom fiir positive reelle Zahlen in
Erinnerung: Fiir zwei positive reelle Zahlen a, b existiert eine natiirliche Zahl n, so dafl
na > b gilt. Wir sind nun daran interessiert, dieses Axiom auf Copulas zu verallgemei-
nern. Dazu benotigen wir zunéchst eine Begrifflichkeit, die in der folgenden Definition
erkléart wird.

Definition 5.3 (C-Potenz) Sei C' ein Copula. Dann definieren wir fir u € [0,1] die
n-te C-Potenz ul von u rekursiv durch ul = u und u; = C(u, ul).

Die Variante des archimedischen Axioms fiir ([0,1],C) lautet dann wie folgt: Seien
u,v € ]0,1[ beliebig, dann existiert eine natiirliche Zahl n, so da ug, < v gilt. Der
folgende Satz zeigt uns, dafl gerade die archimedischen Copulas dieser Variante des
archimedischen Axioms geniigen und daher auch ihren Namen erhalten haben. Der Aus-
druck ,,archimedisch fiir diese Copulas wurde in [Lin65] eingefiihrt. Bevor wir uns nun
dem folgenden Satz zuwenden, definieren wir uns noch die Menge der Erzeuger 2¥ durch

Q% = {p: [0,1] — [0,00] | ¢ ist stetig, streng monoton fallend, konvex mit ¢(1) = 0}.

Satz 5.6 Sei C' ein archimedisches Copula, erzeugt durch ¢ € Q%. Dann existiert fiir
alle u,v € 10, 1] eine natiirliche Zahl n, so daff u < v gilt.

Beweis: Seien u, v € ]0, 1] beliebig. Wir betrachten u2 = C'(u, ul) = C(u,u) = dc(u) =
=1 (2¢(u)) und erhalten somit sukzessive u?, = @~ (np(u)). Da u,v € 0, 1] gilt, folgt
o(u), p(v) €10, 00[. Das archimedische Axiom impliziert nun, daf§ ein n € N existiert, so
daBl np(u) > p(v) gilt. Da v > 0 gilt, folgt ¢(v) < ¢(0). Dies zusammen mit der streng
fallenden Monotonie von ol auf [0, (0)] liefert v = =1 (p(v)) > U (np(u)) = ul.

U

Betrachten wir nun einige Beispiele, in denen wir untersuchen, ob die Fréchet-Hoeffding-
Schranken M und W sowie das Produkt-Copula II ,,archimedisch” sind.

Beispiel 5.1 Das Produkt-Copula IT ist ein strenges archimedisches Copula. Sei p(t) =
—Int fiir t € [0,1], dann gilt ¢ € Q?. Da zudem ¢(0) = oo gilt, ist ¢ ein strenger
Erzeuger. Daher gilt ¢l=U(t) = ¢7'(t) = e~'. Erzeugen wir nun C mittels (5.2), so
erhalten wir C(u,v) = e~ (=W HEI0) — 40y = T[(u, v).

Beispiel 5.2 Die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W ist ein archimedisches Copula.
Sei p(t) = 1 —t fir t € [0,1], dann gilt ¢ € Q¢. Da ¢(0) = 1 gilt, ist ¢ kein strenger
Erzeuger. Weiterhin gilt

B 1—t, tel0,1]
() = ’ "7 = max(1 —t,0).
(1) {07 1, (1-1¢,0)

Mittels (5.2) erhalten wir C'(u,v) = max (1 — (1 —u+1—v),0) = max(u+v — 1,0) =
W(u,v).
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Beispiel 5.3 Die obere Fréchet-Hoeffding-Schranke M ist nicht archimedisch. Denn es
gilt dp(u) = M(u,u) = min(u,u) = v £ u (siche die Ausfithrungen unmittelbar vor
Satz 5.5).

Wie wir in den Beispielen 5.1 und 5.2 gesehen haben, konnen wir archimedische Copulas
nach Belieben erzeugen, indem wir Satz 5.3 verwenden. Wir miissen lediglich Funktionen
@ finden, die uns als Erzeuger dienen, d.h., es mufl ¢ € Q¥ gelten. Dann definieren wir
das entsprechende Copula mittels (5.2).

Betrachten wir beispielsweise den Erzeuger ¢(t) = ¢ — 1, dann erhalten wir das
Copula C(u,v) = - - w Dieses Copula gehort zu zahlreichen Copula-Familien und

wird daher auch mit ”2 7 bezeichnet. Eine kleine Auswahl an archimedischen Ein-
Parameter-Familien ist in Tabelle 5.1 dargestellt, welche bis auf den teilweise modifi-
zierten Definitionsbereich des Parameters 6 aus [Nel03] entnommen wurde. Die Copulas
der Ein-Parameter-Familien werden dementsprechend mit Cy und die Erzeuger mit oy
bezeichnet. Eine Auswahl von 22 archimedischen Ein-Parameter-Familien ist in [Nel99)]
zu finden. Wir wollen uns aber im folgenden Beispiel auf die in Tabelle 5.1 angegebenen
vier Familien beschréanken.

Erzeuger 0 e Copula
o(t)=50t"—1) | [-1,00[\{0} | Clayton

p(t) =In =00 11 q] Ali-Mikhail-Haq
o(t) = (=Int)’ [1, 00| Gumbel-Hougaard
p(t) = -1 6_9;:11 |—o00,00[\{0} | Frank

Tabelle 5.1: Beispiele von archimedischen Ein-Parameter-Familien

Beispiel 5.4  a) Die Copulas der Clayton-Familie sind gegeben durch Cy(u,v) =
max ([u‘e + o0 — 1)V O). Fiir & > 0 handelt es sich sogar um strenge archime-
dische Copulas. In den Grenz- bzw. Spezialfillen erhalten wir C_; = W, Cy =11
01:% und Oy = M .1

b) Bei den Copulas der Ali-Mikhail-Haq-Familie handelt es sich stets um strenge ar-
chimedische Copulas, Welche gegeben sind durch Cy(u,v) = % Weiterhin

1-6(1—u)(1
gllt O() IT und 01 S 1 H

c) Die Gumbel-Hougaard-Familie wird auch stets streng erzeugt, und die Copulas sind

1/6
durch Cy(u,v) = e[~ +(=mno)’] gegeben. In den Grenz- bzw. Spezialféllen
ergibt sich C; = Il und C, =

"'Wir beachten, dafl Cs, = M nicht im Widerspruch zu Beispiel 5.3 steht, da es sich lediglich um einen
Grenzfall handelt.
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d) Stets streng wird zudem die Frank-Familie erzeugt. Die Copulas sind von der
Gestalt Cy(u,v) = —%ln (1 + %) Es gilt C_o = W, Cy = II und
Co = M.

Satz 5.7 Sei C' ein archimedisches Copula, erzeugt durch ¢ € %, und sei

Ke(t) = Ve ({(u,v) € [0,1]* | C(u,v) < t})
= Vo ({(u,v) € [0, 1] [ p(u) + ¢(v) < @(t)}) -

Dann gilt fir alle t € [0, 1]

Ke(t) =t — g;fp((;))’ (5.7)

wobei ' (tT) die einseitige Ableitung von ¢ an der Stelle t bezeichne.

Fiir den Beweis siehe [Nel99].

Korollar 5.8 Sei C' ein archimedisches Copula, erzeugt durch ¢ € Q¥. Seien U und V
Ugi-verteilte Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion C'. Dann ist die
Funktion K¢ aus (5.7) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen C(U, V).

Falls wir nun ein Copula C' gegeben haben, welches assoziativ ist und fiir das éc(u) < u
fiir alle u € 0, 1] gilt, dann muf} es nach Satz 5.5 archimedisch sein. Der folgende Satz
liefert uns nun eine Technik, Erzeuger dieser Copulas zu finden.

Satz 5.9 Sei C' ein archimedisches Copula, erzeugt durch ¢ € Qf. Dann gilt f.s. fir
alle u,v € [0, 1]
0C(u,v) 0C (u,v)
"(u)———= = ' (v) ———=. 5.8
o) T = gl o) (53)
Beweis: Da ¢ konvex ist, existiert ¢ f.s. auf |0, 1[. Mit Satz 3.8 existieren die partiellen
Ableitungen 0C(u, v)/0u und 9C(u,v)/dv f.s. fir alle u,v € [0, 1]. Wenden wir nun die

Kettenregel auf ¢(C(u,v)) = p(u) + ¢(v) an, so erhalten wir

00 ) 2 — ) wna (0o PN )

Da nun ¢ streng monoton fallend ist, gilt ¢'(¢) # 0, wo immer die Ableitung existiert.
Daraus folgt (5.8). O

Wie wir bereits gesehen haben, bieten uns die Sétze 5.4 und 5.5 eine Moglichkeit, Copu-
las hinsichtlich ihrer archimedischen Eigenschaften zu untersuchen. Falls nun ein Copula
als archimedisch charakterisiert wird, kénnen wir mittels Satz 5.9 einen Erzeuger be-
stimmen. In den beiden folgenden Beispielen finden wir eine Anwendung dieser Sétze.
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Beispiel 5.5 Sei Cy ein Element der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Familie?, d. h., es gilt
Co(u,v) = uv + Quv(l —u)(1 — o) fir 6 € [—1, 1]. Falls diese Familie archimedisch wére,
dann miifite nach Satz 5.4 die Assoziativitit gelten. Es ist allerdings leicht zu sehen, dafl

09 (iaCH <%7 %)) 7& 09 (CO (ia %)7%)

fur alle € [—1,1]\{0} gilt. Daher ist das Produkt-Copula II das einzige archimedische
Element der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Familie.

Beispiel 5.6 Betrachten wir die Copulas der Ali-Mikhail-Haq-Familie. Wie wir bereits
wissen, sind diese archimedisch und nach Beispiel 5.4 durch Cy(u,v) = T D)
gegeben. Um einen Erzeuger zu bestimmen, berechnen wir die partiellen Ableitungen

von Cy und erhalten mit (5.8)

op(u)  0C(u,v)/0u v —0Ov+ Hv?
©p(v) © 0Cy(u,v)/Ov  u— Qu A+ Gu2’

Somit gilt ,(t) = —cg/(t — 0t + 0t*) mit der Konstanten ¢y > 0, da ¢,(t) < 0 gilt.
Daraus folgt, dal ein Erzeuger gegeben ist durch

Cy 1—9+8t

wo(t) = Y In ; fir 0 € [-1,1]
und  ¢1(t) = ¢ (% - 1)

Setzen wir nun ¢; = 1 und ¢y = 1 — 6 fiir § € [—1, 1], dann erhalten wir fiir ¢y den
Ausdruck aus Tabelle 5.1.

Wir haben nun einige archimedische Ein-Parameter-Familien kennengelernt. Wir been-
den diesen Abschnitt mit dem Hinweis, dal man auch archimedische Zwei-Parameter-
Familien konstruieren kann, auf die wir hier allerdings nicht nédher eingehen werden. Fiir
den interessierten Leser sei an dieser Stelle auf [Nel99] verwiesen.

5.1.2 Kendalls T rekapituliert

Wie wir bereits in Abschnitt 4.4 gesehen haben, ist Kendalls 7 als zweidimensionales
Integral bez. des Copulas C' darstellbar, welches i.a. nicht einfach zu berechnen ist.
Bei einem archimedischen Copula hingegen kénnen wir Kendalls 7 als eindimensionales
Integral von dem Erzeuger des Copulas und der Ableitung des Erzeugers ausdriicken.
Dies wird im folgenden Satz [GM86] verdeutlicht.

2Fiir die Herleitung dieser Familie siche [Nel99].
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Satz 5.10 Seien X undY Zufallsvariablen mit einem archimedischen Copula C, erzeugt
durch ¢ € Q%. Dann ist Kendalls 7 von X und Y gegeben durch

e =1+ 4/0 :;,((’?) dt. (5.9)

Beweis: Seien U und V' Uy;-verteilte Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunk-
tion C'. Weiterhin bezeichne K¢ die Verteilungsfunktion von C(U, V'). Mit Bemerkung 4.1
erhalten wir

7o = AB(C(U,V)) -1 = 4/1tdKC(t) 1.

Benutzen wir nun die Formel der partiellen Integration fiir Stieltjes-Integrale, so erhalten
wir

1
7‘0—4/ tdKC() 1

(tKC /KC dt) 1=3- 4/ Kc(t)

Mit Satz 5.7 und Korollar 5.8 folgt

Da ¢ konvex ist, existieren ¢'(¢*) und ¢'(¢7) f.s. auf |0, 1[, und die Menge {t € ]0,1] |
O (tT) # ¢'(t7)} ist hochstens abzdhlbar, d. h., sie ist eine Nullmenge. Daher kénnen wir
¢ (tT) durch ¢/(t) ersetzen und erhalten die Behauptung durch

TC:3—4/01 (t—j((ttz)) dzf:1+4/01 z’((?)dt'

Beispiel 5.7 Betrachten wir die Clayton-Familie (vgl. Tabelle 5.1), dann ist ein Erzeu-
ger gegeben durch py(t) = 5(t7% — 1) fiir 6 € [~1,00[\{0}. Dann gilt

g

900@) B t0+1 —t
(1) 0

Mit Satz 5.10 ist dann Kendalls 7 fiir die Clayton-Familie gegeben durch

1+4/1t9+1_tdt 1+4 R L
Ty = = — - = — .
’ , 0 o\0+2 2) 6+2
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Beispiel 5.8 Bei der Gumbel-Hougaard-Familie haben wir mit Tabelle 5.1 einen Erzeu-
ger durch py(t) = (—Int)? fiir 6 € [1, 0o[ gegeben. Dann gilt

wo(t) tlnt

pp(t) 0
Verwenden wir wiederum Satz 5.10, dann ist Kendalls 7 fiir die Gumbel-Hougaard-
Familie mittels partieller Integration gegeben durch

L4Int 4 (2 ! Ly 4 1 0—1
— 144 —dt=14+-(|=mt| = [ Zdt]=14=(0=-2)=""—,
o= /0 g +9<[2“]0 /02 +9(0 4) 6

5.1.3 Tail-Abhangigkeit rekapituliert

Bei strengen archimedischen Copulas kénnen wir die Koeffizienten der oberen und un-
teren Tail-Abhéngigkeit durch die Erzeuger darstellen, wie wir in den beiden folgenden
Satzen sehen werden, deren Beweise in [ELMO1] zu finden sind.

Satz 5.11 Sei ¢ € Q¥, und es gelte zudem p(0) = 0o, d. h., @ ist ein strenger Erzeuger,
so daff ol = =1 gilt. Falls ="' (0) endlich ist, dann hat
C(u,v) = o~ (1) + ¢(v))

keine obere Tail-Abhdngigkeit. Falls C' obere Tail-Abhdngigkeit hat, dann gilt gp‘ll(O) =
—o0, und der Koeffizient Ay der oberen Tail-Abhdngigkeit ist gegeben durch

_1/
9
Ay = 2 — 2lim ‘P—,(S).
s10 1 (s)

Satz 5.12 Sei ¢ so gewdhlt wie in Satz 5.11. Dann ist der Koeffizient A\, der unteren
Tail-Abhdangigkeit fir das durch ¢ erzeugte Copula C gegeben durch

(5.10)

(5.11)

Beispiel 5.9 Wie wir in Beispiel 5.4 gesehen haben, sind die Copulas der Gumbel-
Hougaard-Familie streng archimedisch mit einem Erzeuger ¢(t) = (—Int)’. Somit gilt

1 _—sl/0
_81/0 lo—s

e i) =e" und o7(s) ;
Mit Satz 5.11 und (5.10) erhalten wir
-1/ —(2s)1/?
2
o= 2—20im P2 o ey, g g,
510 gp*l (5) sl e—st/

Der Grenzwert \j, der unteren Tail-Abhéngigkeit existiert nicht.
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Beispiel 5.10 Die Copulas der Clayton-Familie sind nach Beispiel 5.4 fiir 6 > 0 (den
Grenzfall § = 0 aulen vor gelassen) streng archimedisch. Ein Erzeuger ist gegeben durch
p(t) = 2(t7 —1), so daB ¢~ '(s) = (1+6s)~'/? gilt. Mit Satz 5.11 und 5.12 erhalten wir

1/ -1/6—1
Av =22l oy = 2 2 g e

-1/ —1/6-1
o 9Th(2s) L (1420s)
Av=2lm ) T R gy

=2—-2=0 und

—9. 271/971 — 271/9.

5.1.4 Archimedische Copulas im n-Dimensionalen

In diesem Abschnitt werden wir die Erweiterung der 2-dimensionalen archimedischen
Copulas aufs n-Dimensionale lediglich motivieren und mit Satz 5.13 notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir ein archimedisches n-Copula geben. Des weiteren werden
wir den Begriff des Quasi-Copulas einfithren. Fiir eine ausfiihrlichere Auseinanderset-
zung mit n-dimensionalen archimedischen Copulas bzw. Quasi-Copulas sei auf [ELMO01],
[INMLbF02a] und [NMLbF02b] verwiesen.

Die Idee der Erweiterung aufs n-Dimensionale ist im n-dimensionalen Produkt-Copula
IT" zu finden. Wir kénnen némlich IT" auch folgendermafien schreiben:

7 (w) = g - - 1y, = e (- Fect(=nun)]
Dies fiithrt uns zu der folgenden natiirlichen Verallgemeinerung von (5.2):

C™(u) = e (@(ur) + ... 4+ o(uy)). (5.12)
Im 3-dimensionalen Fall erhalten wir

C®(ur, ua, uz) = @1 (0 0 @ (ur) + @(u2)) + (uz)) = C(C(ur, uz), us),

und im 4-dimensionalen Fall gilt

Clun, - ua) = 9N (p o (0 o () + (us)) + p(us)) + p(us))
= C(CS(UI, Ua, Ug), U4) = C’(C’(C’(ul, Ug), Ug), U4),

so dafl wir im allgemeinen Fall fiir n > 3
C™(up, ... up) = C(C" M ug, ..., Up_1), Un)

erhalten. Auf diese Art und Weise hoherdimensionale Copulas zu konstruieren, gilt i. a.
nicht. Da archimedische Copulas aber nach Satz 5.4 symmetrisch und assoziativ sind,
scheint C", so wie in (5.12) definiert, unter bestimmten Zusatzvoraussetzungen in der
Tat ein Copula fiir n > 3 zu sein. Dazu betrachten wir zunéchst die folgende Definition.
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Definition 5.4 (vollmonoton [Wid41]) Eine Funktion g(t) ist vollmonoton auf ei-
nem Intervall I, falls sie dort stetig ist und Ableitungen aller Ordnungen existieren,
welche im Vorzeichen wechseln, d. h., g geniigt

e
(=1)"=59(t) 20 (5.13)

fiur allet € I° und k =0,1,2,..., wobei I° das Innere des Intervalls I bezeichnet.

Bemerkung 5.2 Falls g(¢) vollmonoton auf [0, 00| ist und ein ¢ > 0 existiert, so dafl
g(c) = 0 gilt, dann ist g(¢) = 0 fiir alle t € [0, 00][. Falls nun also das Pseudo-Inverse
¢l=1 eines archimedischen Erzeugers ¢ vollmonoton ist, dann folgt ¢[=!(¢) > 0 fiir alle
t € [0, 00[, so daB8 ¢ ein strenger Erzeuger ist und somit =1 = ¢~ gilt.

Der folgende Satz [Kim74] liefert uns nun notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Funktion in (5.12), um fiir n > 2 ein n-Copula zu sein.

Satz 5.13 Sei : [0,1] — [0, 00] eine stetige und streng monoton fallende Funktion mit
©(0) = 0o und p(1) = 0, und bezeichne o' das Inverse von ¢. Falls C™: [0,1]" — [0, 1]
durch (5.12) gegeben ist, dann ist C™ dann und nur dann ein n-Copula fir alle n > 2,
falls o1 wollmonoton auf [0, oo| ist.

Das folgende Korollar liefert uns eine Einschrinkung, wenn wir archimedische Copulas
mit den Bedingungen von Satz 5.13 aufs n-Dimensionale erweitern. Es besagt nédmlich,
daf§ wir mit vollmonotonen Inversen der strengen Erzeuger nur positive Abhéngigkeit
modellieren kénnen.

Korollar 5.14 Falls das Inverse o' eines strengen Erzeugers ¢ eines archimedischen

Copulas vollmonoton ist, dann gilt C' > 1I.

Betrachten wir einmal den Erzeuger ¢(t) = 1—t der Clayton-Familie (vgl. Tabelle 5.1 mit
6 = —1) und wenden diesen auf (5.12) an. Dann erzeugt uns dieser die untere Fréchet-
Hoeffding-Schranke W". Wie wir bereits wissen, ist diese fiir n > 3 kein n-Copula. Sie

ist jedoch die bestmdogliche untere Schranke. Dies veranlafit uns zu der folgenden aus
[INMLbF02a] iitbernommenen Definition.

Definition 5.5 (Quasi-Copula) FEin n-dimensionales Quasi-Copula (im Folgenden
kurz n-Quasi-Copula) ist eine Funktion Cy: [0,1]" — [0,1] mit den folgenden FEigen-
schaften:®

1. Fir alle u € [0,1]™ gilt

Cy(u) =0, falls mindestens eine Komponente von u gleich 0 ist, (5.14)

3In der Literatur wird das Quasi-Copula mit @ bezeichnet. Da wir aber bereits die Konkordanz-
Funktion mit @ deklariert haben, benutzen wir das Symbol Cj,.
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und

Cy(u) = uy, falls alle Komponenten von u gleich 1 sind aufSer uy, selbst, (5.15)

2. C, ist monoton steigend in jedem Argument,

3. C, geniigt der Lipschitz-Bedingung

Cq(v) = Cou)] < Z | — u (5.16)

fir alle u,v € [0, 1]™.

Bemerkung 5.3 Natiirlich ist jedes n-Copula ein n-Quasi-Copula. Es gibt auch n-
Quasi-Copulas, die n-Copulas sind (im Falle n = 2 sind alle Quasi-Copulas auch Copulas,
da dann die Quasi-Monotonie dquivalent zur Lipschitz-Bedingung ist). Falls jedoch ein n-
Quasi-Copula kein n-Copula ist, dann bezeichnen wir es als eigentliches n-Quasi-Copula.

Betrachten wir nun die untere Fréchet-Hoeffding-Schranke W", dann sehen wir, daf sie
den Bedingungen fiir ein n-Quasi-Copula geniigt. W™ ist ein archimedisches n-Quasi-
Copula, da es den Erzeuger ¢(t) = 1 — t hat. Ein archimedisches n-Quasi-Copula muf
demzufolge (5.12) und Definition 5.5 geniigen mit ¢ € 2¥. Weitreichende Ausfithrungen
finden sich, wie oben schon erwéhnt, in [NMLbF02a] und [NMLbF02b].

5.2 GauBsche Copulas

In diesem Abschnitt werden wir zundchst sphérische und elliptische Verteilungen und
anschlieBend Gauflsche Copulas vorstellen, ohne dabei ndhere Details zu untersuchen. Sie
sollen vielmehr deshalb eingefiihrt werden, da man bei ihnen von der linearen Korrelation
effektiv Gebrauch machen kann, welche, wie schon in Kapitel 4 erwédhnt, in der Praxis
am haufigsten verbreitet ist. Detaillierte Ausfithrungen sind in [ELMO01] und [EMS02]
zu finden.

Eine sphérische Verteilung ist eine Erweiterung der multivariaten Standardnormalver-
teilung N (0, 1,,).

Definition 5.6 (sphirische Verteilung) FEin Zufallsvektor X = (X, ..., X,,) hat ei-
ne sphérische Verteilung, falls fir alle orthogonalen Abbildungen U € R™ ™ (d.h., es
gt UU' =U'U =1,,)

UX =X

qgilt.
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Die charakteristische Funktion ¢x (t) = E(e*X) von X hat dann eine besonders einfache
Form. Es existiert eine Funktion ¢: RT — R, so daB ¢x(t) = ¢(t't) = 4(12 + ... +2)
gilt. Die Funktion ¢ wird als charakteristischer Erzeuger der sphérischen Verteilung
bezeichnet, und wir schreiben

X ~ S, ().

Beispiel 5.11 Sei X ~ N(0,1,,), dann gilt bekannterweise

tht

wX(t) =e 2,
und somit ¢(u) = e"/2.

Elliptische Verteilungen sind affine Abbildungen der sphérischen Verteilungen.

Definition 5.7 (elliptische Verteilung) Sei T: R" — R™ eine affine Abbildung mit
X — Ax 4+ p, wobei A € R™"™ und p € R™. Der Zufallsvektor X hat eine elliptische
Verteilung, falls X =T(Y) und Y ~ S, (¢) gilt.

Da die charakteristische Funktion von X auch geschrieben werden kann als
Yx(t) = et PO(t'St)  mit ¥ = AAL

benutzen wir die Schreibweise
X~ E (%, 0).

Hier ist lediglich p eindeutig bestimmt. Da ¥ und ¢ bis auf eine positive Konstante
bestimmt sind, kénnen wir ¥ auch als Kovarianzmatrix interpretieren. Eine elliptisch
verteilte Zufallsvariable X ~ E, (u, Y, ¢) ist daher durch den Erwartungswert, die Ko-
varianzmatrix und den charakteristischen Erzeuger bestimmt.

Das n-dimensionale Gaufische Copula ist gegeben durch

CR () = OR(P™ (wr), ..., 27 (un)),

wobei ®% die gemeinsame Verteilungsfunktion der multivariaten Standardnormalvertei-
lung mit linearer Korrelationsmatrix R bezeichnet, und ®~! bezeichnet das Inverse der
Verteilungsfunktion der eindimensionalen Standardnormalverteilung. Dann 148t sich im
2-dimensionalen Fall das Gauflsche Copula schreiben als

_ s2_2Ryyst4t?
CS(u, v) / / e 20-81) dsdt,

wobei Rjs natiirlich der gewohnliche Korrelationskoeffizient ist.
In [ELMO1] wird gezeigt, daBl Gaufische Copulas weder obere noch untere Tail-
Abhéngigkeit haben.



6 Anwendungen

Zunédchst einmal sei erwidhnt, dafl wir in diesem Kapitel nicht die alles umfassende
Copula-basierte Formel vorstellen werden, die uns den Value-at-Risk berechnet. Die An-
wendung der Copulas auf den VaR liegt vielmehr in Kapitel 4 begriindet. Hier haben
wir die verschiedenen Moglichkeiten kennengelernt, Abhéngigkeiten mit Copulas zu mo-
dellieren. Und genau das ist die Stérke der Copulas. Das Quantil einer Verteilung zu
berechnen ist eine technisch bedingte Sache (wenn vielleicht auch nicht immer einfach),
auf die wir hier nicht unser Augenmerk richten werden.

Die Anwendung liegt also in der Modellierung komplexer Abhéngigkeitsstrukturen in
Portefeuilles. Copulas erlauben die getrennte Modellierung der einzelnen Risikofakto-
ren und der Abhéangigkeitsstruktur zwischen den Risikofaktoren. Zusétzlich er6ffnet uns
dieses Vorgehen die Moglichkeit der separaten Anpassung und Validierung eindimen-
sionaler Verteilungsfunktionen und Copulas, womit wir wertvolle Informationen iiber
den strukturellen Aufbau des Gesamtproblems gewinnen kénnen. Wir haben also die
Moglichkeit, den einzelnen Risikofaktoren verschiedene Verteilungsfunktionen zuzuord-
nen und kénnen dann mit geeigneten Copulas mittels des Satzes von Sklar gemeinsame
Verteilungsfunktionen erzeugen, aus denen dann der VaR berechnet werden kann.

Neben dem analytischen VaR-Konzept ist in der Praxis héufig die Monte-Carlo-
Simulation! zu finden, welche die Verteilung der Wertinderungen eines Portefeuilles
durch Realisationen der stochastischen Renditen generiert. Die klassische Monte-Carlo-
Simulation setzt voraus, dafl die stochastischen Renditen multivariat normalverteilt sind.
Wir haben aber nun die Moglichkeit, diesen Simulationsansatz mittels Copulas auf be-
liebig verteilte Renditen zu erweitern. Die Stichproben werden dann aus der durch das
Copula generierten Verteilung gezogen.

Wenn wir uns die obere Tail-Abhéngigkeit in Erinnerung rufen, dann sehen wir, dafl
diese ganz konkret eine Aussage iiber den VaR macht. Denn es gilt

11%1 PlY > G Y(a) | X > FY(a)]
= h%lP[Y > VaR,(Y) | X > VaR,(X)].
Dies liefert uns sozusagen die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,,worst case®, d. h., wir inter-

essieren uns dafiir, wie groB die Wahrscheinlichkeit fiir ein Uberschreiten des VaR des
einen Risikofaktors ist unter der Voraussetzung, dal der andere Risikofaktor den VaR

'Eine exakte Vorgehensweise der Monte-Carlo-Simulation ist in [Hul99] zu finden.
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iiberschreitet. Wie wir gesehen haben, 148t sich diese Wahrscheinlichkeit durch das zu-
grundeliegende Copula bestimmen. Handelt es sich hierbei zudem noch um ein strenges
archimedisches Copula, so 148t sich die obere Tail-Abhéngigkeit durch den Erzeuger be-
stimmen. Bei den vielen Ein-Parameter-Familien der archimedischen Copulas 148t sich
schliefllich die Tail-Abhéngigkeit durch eine geignete Wahl des jeweiligen Parameters
spezifizieren.

Da in der Praxis viele Risikofaktoren die Eigenschaft der Tail-Abhéngigkeit haben,
spricht man auch vom ,,Gaussian copulas lack“, da Gaufische Copulas weder obere noch
untere Tail-Abhéngigkeit besitzen. In der ,elliptischen Welt® ist allerdings die lineare
Korrelation ein geeignetes Risikomafl. Zudem ist in dieser Welt der VaR ein kohé&ren-
tes Risikomafl und steht im Einklang zur Markowitz-Methode, in der die Varianz als
Risikomaf} benutzt wird.?

Es 1dBt sich also zusammenfassend festhalten, dafl es nicht die ,eine“ Anwendung der
Copulas gibt, sondern, ein gegebenes Problem vor Augen, eine Vielzahl an Méglichkeiten
existiert, aus denen man dann individuell selektieren mufl, um sein Problem mdglichst
optimal zu l6sen. Wir wollen dieses Kapitel und damit diese Arbeit mit dem Verweis
auf die Arbeiten [EHJO01] und [JRRO3] beenden, die sich intensiv mit verschiedenen
Anwendungen beschéftigen.

2Fiir die Definition eines kohirenten Risikomafes sei an dieser Stelle auf den Anhang verwiesen, in
dem auch der VaR mit Satz A.1 in die ,elliptische Welt“ eingeordnet und in Einklang mit Markowitz’
Risikominimierungsportefeuille gebracht wird.



A Anhang

Ein kohdrentes Risikomaf ist im Sinne von [ADEH99] eine reellwertige Funktion o auf
dem Raum der reellwertigen Zufallsvariablen, welche nur von der Verteilung einer Zu-
fallsvariablen! X abhiingig ist und den folgenden Eigenschaften geniigt:

T Translationsinvarianz. Fiir eine Zufallsvariable X und alle a € R gilt o(X + a) =
o(X) +a.

S Subadditivitat. Fir zwei beliebige Zufallsvariablen X und Y gilt o(X+Y") < o(X)+
o(Y).

PH Positive Homogenitat. Fiir eine Zufallsvariable X und A > 0 gilt o(AX) = Xo(X).
M Monotonie. Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y mit X > Y gilt o(X) > o(Y).

In der ,elliptischen Welt“ ist der Gebrauch von beliebigen positiven homogenen und
translationsinvarianten Risikomaflen, um Risiken einzuordnen oder um die optimalen
risikominimierenden Portefeuille-Gewichte zu bestimmen, dquivalent zur Markowitz-
Methode, welche die Varianz als Risikomafl benutzt. Alternative Risikomafle, wie z. B.
der VaR, liefern zwar unterschiedliche Zahlenwerte, haben aber keine Auswirkung auf das
Risikomanagement. Dies wird im folgenden Satz [EMS02] verdeutlicht, dem die Annah-
me zugrundeliegt, daf die meisten Standardmethoden im Risikomangement von linearen
Portefeuilles mit elliptisch verteilten Risikofaktoren ausgehen.

Satz A.1 Sei X ~ E,(p, X, ¢) mit 03(1, < oo fir alle i. Ferner sei

P:{Z:i)\iXi})\ie]R}

i=1
die Menge aller linearen Portefeuilles. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Subadditivitdat des VaR. Fiir beliebige Portefeuilles Z1,Zy € P und 0,5 < a < 1
gilt
VaR.(Z1 + Z3) < VaR,(Z1) + VaR.(Z2).

'Wir weisen positiven Werten der Zufallsvariablen Verluste zu, wohingegen die Autoren in [ADEH99)]
negative Werte der Zufallsvariablen als Verluste und positive Werte als Gewinne interpretieren.
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2. Aquivalenz zwischen der Varianz und positiven homogenen RisikomaBen. Sei o ein
reellwertiges Risikomaf$ auf dem Raum der reellwertigen Zufallsvariablen, welches
nur von der Verteilung einer Zufallsvariablen X abhdngig ist. Des weiteren gentige
dieses Risikomafs PH. Dann gilt fir alle Zy,Zy € P

o(Zy = E(2))) < 0(Z2 — E(Zs)) & 03, <07,

3. Markowitz’ Risikominimierungsportefeuille. Sei o so gewdhlt wie in 2, und o gentige
zudem T. Sei

=1 =1

die Teilmenge aller Portefeuilles mit einer erwarteten Rendite r. Dann gilt

. . 2
arg min p(Z) = arg min o7,.
&Y o(%) o) A

Beweis: Zunichst einmal halten wir fest, dafl (77, Z) elliptisch verteilt ist, so dal 77,
Zy und Z; + Z Verteilungen desselben Typs haben, d.h., sie haben denselben charak-
teristischen Erzeuger.

Zu 1: Sei 0,5 < a < 1, und bezeichne ¢, das a-Quantil der korrespondierenden stan-
dardisierten Verteilung. Dann gilt

VaRa(Z1) = E(Z1) + 02,4a.
VaR,(Z3) = E(Z;) + 02,qo und
VaR, (21 + Zs) = E(Z1 + Z3) + 02,4 2,Ga-
Aus 07,17, < 0z + 0z, und g, > 0 folgt die Behauptung.

Zu 2: Es existiert ein @ > 0, so da Z; — E(Z1) =4 a(Zs — E(Z3)) gilt. Daraus folgt
a<l & 0%1 < 0%2. Da p nach Voraussetzung positiv homogen und nur von der
Verteilung der Zufallsvariablen Z abhéngig ist, gilt

o(Z1 — E(Z41)) = o(a(Zy — E(2,))) = ao(Z2 — E(Z2)).
Die Behauptung folgt nun mit
0(Z1 — E(Z1)) € 0(Zs — E(Zy)) & a <1 & 03 <oy,
Zu 3: Wir betrachten nun Portefeuilles aus £, dann gilt die Behauptung aus 2 mit

E(Z,) = E(Z;) = r. Aus der Translationsinvarianz von p folgt o(Z;—r) = o(Z;)—r
fir j = 1,2. Somit gilt

o(Z) < o(Z,) & Uél < 0%27

woraus die Behauptung folgt.
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